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1.2. Skaitiniy algoritmy konvergavimo analizé

Isskirsime svarbiausius diskreciojo sprendinio konvergavimo analizés eta-
pus. Juos véliau taikysime ir ir kitiems uzdaviniams.

1.2.1. Eulerio metodo tikslumo analizé

Nagrinédami Eulerio metodo konvergavima galime apzvelgti visus svarbiau-
sius bendrosios analizés zingsnius ir iSvengiame pradiniame etape sudétinges-
niy techniniy pertvarkymy ir jrodymuy.

Aproksimavimo paklaidos jvertinimas

Sudarydami Eulerio metoda, PDL sistema pakeitéme diskrec¢iuoju uzdavi-
niu. Dabar jvesime mata, leidziantj jvertinti tokio pakeitimo tiksluma. Pa-
zymékime Fulerio metodo operatoriy
Vn+1 _yn
T,V = ———— — 0F (tp41, V') — (1 — 0)F(t,, V7).
Tn+1

Imdami parametra ¢ = 0 gauname isreikstinj Eulerio metoda, pasirink-
dami ¢ = 1 — neiSreikstinj, o 0 = % — simetrinj Eulerio metodus. Tada
Fulerio metodo lygti galime uzrasyti Sitaip

T.Y =0, n=0,1,...,.N—1. (1.36)

Dabar imkime vektoriy U™, aprasantj diferencialinio uzdavinio (1.1) spren-
dinj diskreciojo tinklo mazguose, tai yra U™ = (u1(tn), uz(tn), - - -, um(tn))T
Apskaiciuokime, j ka §j vektoriy atvaizduoja operatorius Ty,:
Un+1 _yn
V' =T, U" = ————— — 0F (ty1, U") = (1= 0)F (t,,U") . (1.37)
Tn+1

Vektorius U™ yra vadinamas (1.36) baigtiniy skirtumu schemos aproksima-
vimo paklaida arba netiktimi. Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas
aproksimuoja PDL sistema, jei

[|U"|]| -0, kai 7—0,
¢ia pazyméjome 7 = max 7,. Metodo aproksimacijos eilé yra p-toji, jeigu
n

[ < o
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1.6 pavyzdys. Eulerio metodo aproksimavimo paklaida. Pa-
sirinkime tokia aproksimavimo paklaidos norma:

U = . 1.

7 = ma [u7 (1.38)
Istirsime isreikstinj Eulerio metoda, kai parametras ¢ = 0. Nagriné-
kime i-taja (1.37) lygybés komponente:

utt

Y = et — fi(ta, U"). (1.39)

Tn+1

Isskleide funkcija u;”l Teiloro eilute tasko t = t,, atzvilgiu

7—72L+1 "

2
irase §i skleidinj i (1.39) lygybe bei pasinaudoje (1.1) diferencialine
lygtimi, gausime aproksimavimo paklaidos israiska

1 l
ul ™ = ul + g (t) +

(tn +0mm41), 0<O<1,

T, T 7
U = u(tn) = filtn, U™) + 50 (tn + 07i1) = ~0 " (1),

)

Jeigu diferencialiniy lygciy sistemos pradinio uzdavinio sprendinio
antroji iSvestiné yra aprézta funkcija

uf (t)] < Ca, kait € [0,T7], (1.40)

tai iSreikstinio Fulerio metodo aproksimavimo paklaida jvertinama
tokia nelygybe:
197 < Carsa (L.41)

¢ia pazymeéjome Cy = 0,5 Co. Taigi isreikstinio Eulerio metodo
aproksimacija yra pirmosios tikslumo eilés.

Nesunku nurodyti pakankamas salygas, kad buty iSpildytos (1.40)
nelygybés. Isdiferencijave (1.1) lygti gausime lygybe

d2ui o afi(ta U) + f: afi(t’ U) fj(t U)
(9uj ’ '

a2 ot :
7j=1
Todél (1.40) jverciai yra teisingi, jei (1.1) sistemos deSinioji pusé tenk-
ina nelygybes
OF (t,U)
ot

<M, j=1,2,... M.

1E@ U] < Mo, ||

H OF (t,U)
3Uj

||§M1’
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Panasiai neisreikstinio Eulerio metodo aproksimavimo paklaida ran-
dama i$ (1.37) lygybes, kai o = 1:

ut T —yn

w?:ZTill_fz(n+17Un+l) 1:172,,M
n+

Jei iSpildyta (1.40) nelygybeé, tai neisreikstinio Eulerio metodo aprok-
simacija taip pat yra pirmosios tikslumo eilés, tai yra teisinga (1.41)
nelygybeé.

Kitame pavyzdyje iStirsime simetrinio Eulerio metodo aproksimacijos

tiksluma.

1
W (tne1) = ub(tn) + Toarul (tn) + TnH /
0

1.7 pavyzdys. Simetrinio Eulerio metodo aproksimacijos pa-
klaida. Nagriné¢kime i-taja (1.37) lygybés komponente, kai paramet-
ras o =

N[

ult Tt —

vi= T %(fi(tm U") + filtns1, U™)) . (1.42)
n+1

Funkcija u?“ isskleidziame Teiloro eilute, o jos liekamajj narj uzraso-
me integraline forma

2
-
ul T =l Tl (t,) + nTHuél(tn)
1
Terl 2 ,m
+ =5 [ (1= 9)" (b + 57n41) ds.
0

Naudodamiesi (1.1) diferencialine lygtimi aproksimavimo paklaidos
israiskoje funkcijas f;(tn, U"), fi(tny1,U"T!) pakei¢iame sprendinio
iSvestinémis u'(ty,), v (tp4+1), o funkcija o' (t,41) iSskleidziame Teiloro
eilute

I/I

t + STn+1) ds

Irase gautuosius skleidinius j (1.42) lygybe, gauname aproksimavimo
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paklaidos israiska

1
1— 2
¢? = Tr2z+1 / (( 25) - (1 - 3)) u;/l(tn + 37—n+1) ds
0

2
_ Tnt1 um(f)
— Uy .

Taigi, jei PDL sistemos pradinio uzdavinio sprendinio trecioji iSvestiné
yra aprézta funkcija
luf’ (t)| < Cs, kait e [0,T],
tai simetrinio Eulerio metodo aproksimacija yra antrosios tikslumo
eilés:
19" < Catoyy -
Eulerio metodo stabilumas ir konvergavimas
Uzrasysime uzdavinj, kurj tenkina Fulerio metodo globalioji paklaida
gn_yn _pgn

Irase Y = U™ + Z" | Eulerio metodo lygtj, remdamiesi aproksimavimo
paklaidos apibrézimu ir i$skleide funkcijas F(t, 1, UM +27+) F(t,, U™+
Z™) Teiloro eilute, gausime lygti

(I —o0mni1Jn1(Y)) 2" = (14 (1 - 0)7s1n(Y)) 2" = 10 U™, (1.43)

¢ia Jp41(Y) yra vektoriaus F' Jakobio matrica

oh of . oh

6u1 8u2 8UM

o (0fi(tas1,Y) Ofr 0fr = Of
JMI(Y)Z(T — | Jup  Oug Oupy |

fu Ofm Ofm

Oouq Oua Ounr

g =up T Ot 00 <1, k=1,2,... M.

Kadangi pradiné diferencialinio uzdavinio salyga sutampa su Eulerio metodo
pradine salyga, tai
Z°=0.
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I3 (1.43) lygties matome, kad globalioji paklaida Z"*! priklauso nuo dviejy
dydziy: ji gali padidéti dél paklaidos Z", sukauptos per ankstesnius n inte-
gravimo zingsniy, ir dél (n+1)-ajame integravimo Zingsnyje daromos lokalio-
st0s paklaidos Tp41P".

Tolesnis musy tikslas yra susieti Eulerio metodo sprendinio globaliosios
paklaidos jvertj su Sio metodo aproksimacijos tikslumu. Tokio tipo jverciy
irodymas ir sudaro konvergavimo analizés esme.

Nagrinésime diskreciyjy tinkly sekg w,, kai 7 — 0, ¢ia pazyméjome

T= max Tj.
1<k<n+1

Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodu konverguojama taske t, jei
[Y*" =U(tn)| — 0, kait—0,

¢ia n = n(7),t, = t. Siuo metodu konverguojama visame intervale [0, T), jei
konverguojama kiekviename Sio intervalo taske. Baigtiniy skirtumy metodo
tikslumo eilé yra p-oji, jei iSpildyta nelygybeé

Y™ —Utn)|| <Cr?, n=1,2,...,N.

Apibrésime dar vieng svarbig baigtiniy skirtumy schemy savybe, kuri
kartu su aproksimavimo paklaida yra pakankama, kad jrodytume diskreciojo
sprendinio konvergavima. Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas yra
stabilus, jei §io metodo sprendinio globalioji paklaida Z"*! tenkina tokia
nelygybe:

12" < (1 + Cur) 127 + Cor |27 (1.44)

Tada yra teisinga tokia teorema.

1.3 teorema. Tegul baigtiniy skirtumy metodo aproksimacijos tikslumo
eilé yra p-oji:
9" < Cyqr?, n=0,1,...,.N—1. (1.45)

Jeigu baigtiniy skirtumy metodas yra stabilus, tai diskretusis sprendinys Y"
konverguoja, o metodo tikslumo eilé irgi yra p-oji, tai yra:

1Y = Ul(ty)| < CtpeCrtn-17P n=1,2,... N. (1.46)
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Irodymas. Rekurentiskai taikydami (1.44) stabilumo jvertj gauname tokias
nelygybes:

1Z™) < (14 Cim) | 27| + Com| 0™

n—1
<A+ Z72 4 Cor Y (L4 Cir)" (W)
j=n—2
n—1
< (L+Cm)" | Z°) + Cor Y (14 Crr)" 1 [[W]].
7=0

Kadangi || Z°|| = 0, tai kai ka pertvarke gauname, kad
127 < Corn(1 4+ Ci7)"! max || 07|
0<j<n—1
< Citn—1 I
< Cytne orax W]
Atsizvelge i aproksimavimo paklaidos (1.45) jvertj, irodome norima globalio-
sios paklaidos jvertj. O

1.8 pavyzdys. Eulerio metodo stabilumo jvertis. Gausime
paprasciausig Eulerio metodo stabilumo jvertj. Naudosime tokia ma-
tricos A = (a;j) norma:

|A|| = max Z |ai;] (1.47)

1<i<M

kuri yra suderinta su vektoriaus norma, apibrézta (1.38) formule.
Tarkime, kad PDL pradinio uzdavinio (1.1) funkcija F' tenkina
ivercius
afi(t, V)
‘ 0v;

IS (1.43) lygties jvertiname globaligja Eulerio metodo paklaida

(<M1, i=1,2,..., M. (1.48)

(1= omu T (P ) 274 (1.49)
< (14 (= )Tt a1 27 + T |97
IS (1.47) ir (1.48) iseina, jog Jakobio matricos norma yra aprézta is

virsaus

[T (Y™)[| < M M; .
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Todél imdami ¢ = 0 gauname tokj iSreikStinio Eulerio metodo sta-
bilumo jvertj:

1Z 4 < (1 + M M) || Z7)| + 7] e

Jei 0 > 0, tai yra nagrinéjame neisreikstinj arba simetrinj Eule-
rio metodus, tai papildomai reikalausime, kad diskretusis parametras
Tn+1 buty pakankamai mazas:

Tntl <

tada i$ (1.49) nelygybés jrodome stabilumo jvertj

1Z"F < (1+2M My7)|| 27| + +27 || 8"

Dabar naudodamiesi 1.3 teorema ir pavyzdziuose jrodytais aproksima-
vimo paklaidos ir stabilumo jverciais, gauname, kad Eulerio metodo spren-
dinys konverguoja j paprastyjy diferencialiniy lygc¢iy sistemos pradinio uz-
davinio sprendinj, be to, iSreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metody tikslu-
mo eilé yra pirmoji, o simetrinio Eulerio metodo tikslumo eilé yra antroji.

1.2.2. Rungeés ir Kuto metodo konvergavimo analizé

Diferencialinj uzdavinj (1.1) aproksimuokime Rungés ir Kuto metodu

( Yn+1 —_yn m
——— = X al(Y),
Tn+1 i=1

Ki(Y) = F(t,,Y"),
i—1

KZ(Y) = F(tn 4+ a;iTpt1, Y™ + Thia Z bZ]KJ(Y)), 1=2,...,m.
j=1

Pazymeékime diskreciojo sprendinio paklaidag Z" = Y™ — U™, ¢ia U™
yra PDL pradinio uzdavinio sprendinys. Remdamiesi bendrgja baigtiniy
skirtumy metodo konvergavimo analizés schema tirsime uzdavinj, kurj ten-
kina paklaidy funkcija Z™:

Zn+1 _gn
22 S o (K(Y) = K (U)) = —0m,
Tntl Yt oK) ) (1.50)

70=0,
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¢ia U™ yra Rungeés ir Kuto metodo aproksimavimo paklaida

yntl _pyn m
R
Tn+1
Parinkdami Rungés ir Kuto metodo koeficientus jrodéme, kad

U™ < Catl, p=p(m).

Norédami pasinaudoti 1.3 teoremos rezultatu apie baigtiniy skirtumy
metodo konvergavima, turime jrodyti, kad (1.50) uzdavinio sprendinys tenk-
ina stabilumo nelygybe (1.44):

|2 < (1 + Crre DI 27 + Corsa |97
Vektoriaus norma apibrézkime (1.38) lygybe:
12] = jmax |zl
Tarkime, kad funkcija F(t,U) tenkina LipSico salyga
|E(t,Ur) = F(t,Us)|| < LUy = Us| -

Tolesnis musy tikslas yra (1.50) lygtyje ivertinti narj

V= Z o (Ki(Y) — K;(U)) .

Remdamiesi funkciju K;(Y') apibrézimu ir LipSico salyga jvertiname

15(Y) - K (U)|| < L(|[Y" = U"| (1.51)
i—1
+ 3 Tt lbigl 1K (V) = K (O)[l), i=1,2,...,m.
j=1

Teigiame, kad 2?21 = 0. Norédami supaprastinti tolesnj déstyma, pazymé-
kime

ri = [|[Ki(y) — Ki(u)||, b= max b5,

g=L|Y"-U"|=L||Z"||, 7=maxT,
n
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ir perrasykime (1.51) nelygybes taip:
i—1
ri <LbY Tridg, i=12...,m. (1.52)
j=1
Tokio tipo rekurenciosios nelygybés daznai pasitaiko nagrinéjant diferen-
cialiniy lygciy skaitinius sprendimo metodus, todél jrodysime svarby teiginj
apie dydziy r; ivercius.

1.1 lema. (Diskrecioji Gronvalo (Gronwall) lema) (1.52) nelygybiy
sistemos  sprendiniui galioja jvertis

r <plg, p=14+1Lbr, i=1,2,....,m. (1.53)
Irodymas. Remsimés matematinés indukcijos principu. Kai ¢ = 1,
irodomasis jvertis
r<plg=g
yra teisingas. Tarkime, kad jis teisingas, kai ¢ = 1,2,...,k < m. Jrodysime,

kad (1.53) nelygybé galioja ir kai i = k + 1. Remdamiesi (1.52) nelygybe ir
indukcine prielaida gauname, kad

k k
Tk+1<LbTer—|—g<(LbTij_l—{—l)g
j=1 J=1
e iy
= Tp—l g=rg-.

Lema jrodyta. OJ
Dabar jau galime jvertinti (1.50) lygties narj V:

m m
V]l < Z |oi|ri < Ugszfl < ogmp™!
i=1 i=1
= oLm(1 + Lbr)™ Y| Z,|,

Cia pazymeéjome o = max loi|. I8 (1.50) paklaidy lygties ir funkcijos V'
X

jver¢io gauname (1.44) stabilumo nelygybe, kai 7 < 79:

12" < (14 o Lm(1 + Lomg)™ 1)) | 27| + Toga |97

Tada, naudodamiesi 1.3 teorema, jrodome Rungés ir Kuto metodo spren-
dinio konvergavima.
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1.4 teorema. Jei funkcija F(t,U) tenkina LipSico salyga, o " yra Rungés
ir Kuto metodo aproksimavimo paklaida, tai diskreciojo sprendinio globa-
liajai paklaidai galioja jvertis

[Y" = U"|| < tpe' max |[|B7],
0<j<n—1

¢ia C = oLm(1 + Lbro)™"!, b= max |b;].
27.]

Kaip ir Eulerio metodo atveju galime padaryti iSvada, kad Rungeés ir
Kuto metodo sprendinio tikslumo eilé yra lygi aproksimavimo paklaidos eilei.



