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3.2. Hiperbolinio tipo diskreciyjy algoritmy sta-
bilumas

Panagrinésime salyga, kuri yra butina, kad baigtiniy skirtumy schemos
sprendinys konverguoty j diferencialinio uzdavinio sprendinj. Imkime pa-
praséiausia pernesimo lygtj ir pradine salyga:

ou ou
—4+c—=0, z€R, t>0,
ot oz (3.15)

u(z,0) = ug(x).

Sio uzdavinio sprendinys taske (x,t) priklauso nuo pradinés salygos reiksmés
taske xg = x — ct:
U(Cﬂ,t) = uO(x - Ct) )

t. y. pradiné salyga yra pernesama be poky¢iy baigtiniu grei¢iu ¢ charak-
teristikos x = zg + ¢t kryptimi.

Taska zp vadiname (3.15) uzdavinio sprendinio taske (z,t) priklauso-
mumo sritimi D(z,t). Skaliarinio diferencialinio uzdavinio atveju Sia sritj
sudaro tik vienas taskas. Pastebésime, kad ir bendresnés pernesimo lygties

ou ou

— t)— =0 3.16

2 ol 1) (3.16)
sprendiniui galioja panasi savybé. Lygties charakteristikg randame spres-
dami uzdavinj:

dz
i v(z,t),
z(0) = xg.

Tada i$ pernesimo lygties gauname lygybe:
du 0
a7

taigi (3.16) uzdavinio sprendinys yra pastovus charakteristikos taskuose:

u(z(t),t) = uo(zo) -

Jeigu sprendziame m-tosios eilés hiperboling diferencialiniy lygéiy sistema,
tai priklausomumo sritj D(z,t) sudaro taskai:

D(:U,t):{x—)\jt, j:1,2,...,m},
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¢ia \; yra diferencialinio operatoriaus tikrinés reikSmés, apibréziancios judeé-
jimo grei¢ius. Taigi tik Siuose taskuose apibréztos pradinés salygos reikSmeés
turi jtakos sprendiniui nagrinéjamame taske (z,t).

Panasiai apibréziame ir baigtiniy skirtumy schemos sprendinio y;* pri-
klausomumo sritj Dy (x;,t,). Ji priklauso tik nuo diskreciojo tinklo Sablono,
naudojamo sudarant baigtiniy skirtumy schema, bet ne nuo schemos koefi-
cienty. Pavyzdziui, panagrinékime bet kokig schema, kuria galime uzrasyti
taip:

Yt =yl + By (3.17)

Tada tasko (z;,t") priklausomumo sritj sudaro taskai (zr. 3.4 pav. a dalj):

Dp(zi, tn) ={zj, j=i—ni—n+1,...i}.

3
t
$
® $
0
t —e ® &
X X =X

3.4 pav. (3.17) schemos sprendinio priklausomumo sritys: a) Dp(x;,t,), b)
Dy, 2y tn)

Mus domina schemos sprendinio konvergavimas, kai h, 7 — 0. Diskretyji
tinkla smulkiname taip, kad 7/h = r. Imdami perpus mazesnj zingsnj h
gauname priklausomumo sritj Dy, o (z,t), kuri pavaizduota 3.4 pav. b dalyje.
Kai h — 0, randame ribinge (3.17) baigtiniy skirtumy schemos sprendinio
priklausomumo sritj:

t
Dy(z,t) ={z: 2 — - <z <z}.
r
Tada Kuranto, Fridrikso ir Levy (KFL) sqlyga reikalauja, kad:
D(.%',t) - DO(x7t) )

t.y. diferencialinio uzdavinio sprendinio priklausomumo sritis turi buti baig-
tiniy skirtumy schemos sprendinio priklausomumo srities poaibiu.
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Sios salygos biitinuma galime paaigkinti taip. Tarkime, kad KFL sa-
lyga néra patenkinta, tada egzistuoja taskas xg € D(z,t), kuris neprik-
lauso baigtiniy skirtumy schemos sprendinio priklausomumo sri¢iai Dg(z, t).
Jeigu pakeisime pradine salyga taske xg, tai pasikeis ir diferencialinio uz-
davinio sprendinio reiksmeé taske (z,t), taciau baigtiniy skirtumy schemos
sprendinys lieka tas pats. Todél tokios schemos sprendinys negali konver-
guoti prie diferencialinio uzdavinio sprendinio.

Pastebésime, kad KFL salyga tik jvertina ta sritj, nuo kurios priklauso
baigtiniy skirtumy schemos sprendinys, taciau ji nieko nepasako apie Sios
priklausomybés savybes. Todél KFL salyga yra tik btitina, bet ne pakanka-
ma, kad baigtiniy skirtumy schema konverguoty. Egzistuoja tokios schemos,
kurios tenkina KFL salyga, bet ju sprendinys nekonverguoja prie diferen-
cialinio uzdavinio sprendinio. KFL salyga yra nesunkiai patikrinama, ir ji
padeda nustatyti tas schemas, kurios tikrai netinkamos naudoti skaiciavi-
mams.

KFL salygos tyrimas iSreikstinéms schemoms. Nagrinékime isreiks-
tines baigtiniy skirtumy schemas. Jau apskaic¢iavome isreikstinés kairiyjuy
vienpusiy skirtumy schemos

Yt + CYyz = 07 c 2 0
sprendinio priklausomumo sritj:
Dy(z,t)={z: s —t/r<z<z}, T=rh.

Kadangi (3.15) diferencialinio uzdavinio sprendinio priklausomumo sritj
D(z,t) sudaro taskas xo = x — ct, tai KFL salyga yra patenkinta, jei:

>c = cr<h.

S|

Isreikstinés desiniyjy vienpusiy skirtumy schemos
Yt +cyr =0
sprendinio priklausomumo sritis yra
Do(z,t) ={z: s <z <a+t/r},

todél zg ¢ Do(z,t) ir butinoji KFL salyga negali buti jvykdyta jokioms 7 ir
h reiksméms. Taigi (3.3) schema yra netinkama pernesimo lygciai spresti.
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Isreikstinés centriniy skirtumy schemos
Yi +cys =0
sprendinio priklausomumo sritis yra
Do(z,t)={z: oz —t/r<z<z+t/r},

todél KFL salyga yra jvykdyta, jei teisinga nelygybé cr < h.

Jeigu pernesimo lygtyje ¢ < 0, tai diferencialinés lygties sprendinio pri-
klausomumo sritis D(z,t) yra taskas xy = z + |c|t. Dabar jau iSreikstiné
kairiyjy vienpusiy skirtumy schema netenkina KFL salygos, o iSreikstinés
desiniyjy vienpusiy ir centriniy skirtumy schemos tenkina KFL salyga, kai
le|T < h. Taigi iSreikstiné centriniy skirtumuy schema vienintelé tenkina KFL
salyga nepriklausomai nuo koeficiento ¢ zenklo.

KFL saglygos tyrimas neisreikstinéms schemoms. Panagrinékime ne-
iSreikstines baigtiniy skirtumy schemas. Atsizvelge j schemos Sablona, ap-
skaic¢iuojame, kad neisreikstinés kairiyjy vienpusiy skirtumy schemos

Yt + eyttt =0

sprendinio priklausomumo sritis yra
Do(z,t)y={z: z<z}.

Todél KFL salyga yra nesalygiskai jvykdyta visoms 7 ir h reikSméms, jei
koeficientas ¢ > 0.
Neisreikstinés desiniyjy vienpusiy skirtumy schemos

Y+ eyttt =0

sprendinio priklausomumo sritis yra
Do(z,t)y={z: z2>2}.

Siai schemai KFL salyga yra nesalygiskai jvykdyta visoms 7 ir h reik$méms,
jei koeficientas ¢ < 0.
Kranko ir Nikolsono schemos

ynJrl + yn>
2

sprendinio priklausomumo sritis yra tiesé R, todél siai schemai KFL salyga
yra nesalygiskai jvykdyta esant bet kokio zenklo ¢ reikSméms.

o =0
x

yH—(
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3.2.1. Neimano stabilumo salyga
Spresime pernesimo lygties Kosi uzdavinj:

ou ou
E“a_x_ (x,t), z€R, t>0, (3.18)

u(z,0) = up(z) .

Tarsime, kad ug(z) ir f(x,t) yra nelygios tapatingai nuliui tik baigtinéje
srityje, tada ir (3.18) uzdavinio sprendinys u(x,t) # 0 baigtinéje srityje.

Diskretyjj sprendinj Y = (yzn , 1= —00,..., oo) apskai¢iuojame naudo-
dami baigtiniy skirtumy schema:

y + YT Y ="z ewy,.
Tada diskreciojo sprendinio paklaida 2]' = y!* — u} tenkina uzdavinj:
2+ T2V 4+ T2 = (3.19)
¢ia 1 yra baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida:

Pt = —uy — VU — TU.

Diskrecioji Furjé transformacija

Imkime vektoriy V = (vj, j=—00,..., oo) ir apibrézkime jo normas:
[e.9] 1 e’} 1
2 2
VlIe=( 3 2)% wvil=( X 3n)*.
j:—oo _]2700

Jeigu [|V]|2 < C, tai egzistuoja vektoriaus V' diskrecioji Furjé transformacija:

(€)= FV = Wy;, €€ [-m 7],

1 o0
[ e_
V2T j:zoo

Apskaiciuokime funkcijos 9(§) norma:

s
1
foll: = ([ 1ate)Pae)”
Tada teisinga Parsevalio tapatybé:

Vil2 = l[]l2-
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Panagrinékime operatorius S, ir S_, kurie pavaizduoja vektoriy V i
vektorius:

S+V:{wj:vj+1, j:—OO,...,OO},
S_V:{wj:vj_l, jZ—OO,...,OO}.

3.1 lema. Vektoriy S,V ir S_V diskreciosios Furjé transformacijos yra
funkcijos: '

F(S5.V) =8 FV. (3.20)
Irodymas. Panagrinékime tik vieng is lygybiuy (antroji lygybé jrodoma
analogiskai). IS diskreciosios Furjé transformacijos apibrézimo gauname:

[e.e]

E et Uj+1

j=—o0

[ i [eS)
V2 Z V2T

m=—00 m=—00

— ﬁ‘r—l
3

Lema jrodyta. [J

Baigtiniy skirtumy schemos stabilumas ir konvergavimas
Imkime (3.19) baigtiniy skirtumy schemos diskreciaja Furjé transformacija:

Ze) — 28

T

+F(MZ") + F(TZ") = 9" (E). (3.21)
Tarkime, kad is Sios lygties galime jrodyti nelygybe:
ZHH O < IZMEOP + O P (3.22)

Integruokime $ig nelygybe, gausime stabilumo nelygybe Furjé transformaci-
joms: 3 R R
1ZFHIE < |25+ rC e

Pasinaudoje Parsevalio tapatybe ir sarysiu tarp dviejy diskreéiyjy normuy,

irodome stabilumo nelygybe baigtiniy skirtumy schemos sprendiniui:
1Z™HH12 <127 + el 2.

Remdamiesi Sia nelygybe jvertiname baigtiniy skirtumy schemos sprendinio

globaligja paklaida: A
12" < VO™ max [[W7]].
1<j<n
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Neimano stabilumo salyga. (3.21) lygti uzrasykime isreikstiniu budu:
) = RE"(€) + 7O T(€).

Tada butina ir pakankama salyga, jog galioty (3.22) nelygybé, yra Neimano
stabilumo salyga:
|R| < 1.

R yra vadinamas paklaidos didéjimo daugikliu arba tiesiog augimo daugikliu.

Neimano stabilumo salyga iSreikstinéms schemoms. Panagrinékime
dvi iSreikstines schemas: kairiyjy vienpusiy skirtumy schema

zt+czz =P (3.23)
ir centriniy skirtumy schema
z+czo = 1. (3.24)

Jau jsitikinome, kad jos abi tenkina butinaja KFL salyga, kai 7 < ch.
Imkime (3.23) lygties diskreciaja Furjé transformacija, atsizvelge i (3.20)
lygybe. Gausime lygtj:

Y = (1= (1= e79))2"() + 7¥"(€),
Gar="". Taigi iSreikstinés kairiyjuy vienpusiy skirtumy schemos paklaidos
didéjimo daugiklis yra:
R=1—-(1—cos&)r —irsing.
Tada Neimano stabilumo salyga yra jvykdyta, kai
r?((1 — cos€)® +sin®¢) — 2(1 — cos&)r < 0.
Po nesudétingy skaiéiavimy gauname nelygybes:

2(1—cosér(r—1) <0 < |r| < 1.

Taigi (3.23) baigtiniy skirtumy schema yra stabilioji, kai < 1, t. y. Neima-
no stabilumo salyga sutampa su KFL salyga. Esame jrode, kad iSreikstinés
kairiyjy vienpusiy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida yra

[¢[] < C(T+h),
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todél, kai ¢ > 0 ir 7 < ch, Sios schemos sprendinys konverguoja ir globalioji
paklaida jvertinama nelygybe:

12" < C(r+h).

Jeigu ¢ < 0, tai reikia imti iSreikstine deSiniyjy vienpusiy skirtumy
schema, kuriai Neimano stabilumo salyga yra jvykdyta, kai |c|T < h.
Nagrinékime isreikstinés centriniy skirtumy schemos Furjé transforma-
cija:
1

() = (1 - (e — 7)) + I (6).

Sios schemos paklaidos didéjimo daugiklis yra:
R=1—irsin¢,

todél gauname, kad |R| > 1, kai & # 0. Taigi isreikstiné centriniy skirtumuy
schema yra nestabilioji ir jos negalime naudoti skaic¢iavimo eksperimentuo-
se. Priminsime, kad $iai schemai KFL salyga buvo jvykdyta, jei |c|T < h. IS
Sio pavyzdzio matome, kad KFL salyga yra tik buitina, bet nepakankama,
kad konverguoty baigtiniy skirtumy schemos sprendinys.

Neimano stabilumo salyga neisreikstinéms schemoms. Nagrinéki-
me dvi neisreikstines schemas: kairiyjy vienpusiy skirtumy schema

2 +czi T = (3.25)
ir centriniy skirtumy schema

Zn-‘,—l 4o

zt+c( 5

>; _— (3.26)

Abi jos nesalygiskai, t. y. esant visoms 7 ir h reikSméms, tenkina KFL
salyga: (3.25) schema, kai ¢ > 0, o (3.26) schema bet kokiems c.

Imkime kairiyjy vienpusiy skirtumy lygties diskreciaja Furjé transforma-
cija. Po nesudétingy skaiciavimy gauname lygtj:

1

MO =T

(2"(€) + 9" ().

Taigi Sios schemos paklaidos didéjimo daugiklis yra:

1

R=——7——ur.
1+7r(1—e %)
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Neimano stabilumo salyga |R| < 1 yra jvykdyta, kai:
(1+7r(1- cos{))2 +risin?¢ > 1.
Po nesudétingy trigonometriniy pertvarkymy gauname nelygybe:
r(l—cosé)(24+2r)>20 < (r=0)Vv(r<-1).
Taigi neisreikstiné kairiyjy vienpusiy skirtumy schema yra nesalygiskai sta-

bili, kai ¢ > 0. Atsizvelge i Sios schemos aproksimacijos tiksluma, jrodome,
kad diskretusis sprendinys konverguoja, o globalioji paklaida jvertinama ne-

lygybe:
12" < C(T+h).

Panagrinékime simetrinés schemos diskrec¢igja Furjé transformacija:

(1= Jr(e® = e79)2"(€) + ")
1+ gr(ei€ — i) .

e =

Jos paklaidos didéjimo daugiklis yra:

_ 1 —grsing
1+ grsing ’
taigi Neimano stabilumo salyga |R| < 1 yra nesalygiskai jvykdyta visiems c.

Kadangi Kranko ir Niolsono schemos aproksimacijos tikslumo eilé antroji,
tai tokia pati yra diskreciojo sprendinio tikslumo eilé:

1Z"] < C(r* + h%).

3.2.2. Stabilumo analizé maksimumo normoje

Neimano stabilumo salyga galime patikrinti tik tada, kai pernesimo lygties
koeficientai yra pastovieji. Siame poskyryje nagrinésime bendrajj pernesimo
uzdavinj:

0 0

a—Z: —|—v(:n,t)a—z = f(z,t), 0<x<1, t>0,

u(0,) = u(t). (3.27)

u(x,0) = ug(z) .
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ISreikstinés kairiyju vienpusiy skirtumy schemos stabilumas
Diferencialing lygti aproksimuokime schema:
Yt +viyz = fi, (v,1) € wpr -
Tada globalioji paklaida z = y — u tenkina uzdavinj:
2+ vize = ¥i,  (x,1) € Whr,
20 =0, t"cw,,
zZQ =0, x;€wy.
Tegul funkcija v(x,t) yra neneigiamoji ir aprézta is virsaus, t. y.:
0<v(zr,t)<e, 0<z<1, t>0. (3.28)
Stabilumo nelygybe jrodysime taikydami maksimumo principa. Tuo tiks-
lu isreiskiame nezinomajj:

g = (1= S0 )k + St

ir jvertiname jo modulj:
UiT|  UT
2™ < (JU= 20+ 2012 oy + Tl oy - (3:29)

Todél pakankama stabilumo salyga yra nelygybeé:

v T +vf7<1
h h

Issprende Sia nelygybe ir pasinaudoje (3.28) salygomis, gauname tokj reika-
lavimg diskreciojo tinklo parametrams:

-

cr < h.
Tada i$ (3.29) nelygybeés isplaukia stabilumo jvertis:
1Z" Moy < N2 o) + T o) -
Sios schemos aproksimavimo paklaida jau esame jvertine anks¢iau:
W < C(r+h),
todél jei et < h, tai teisingas toks globaliosios paklaidos jvertis

1Z]| ¢y < C(T+h).
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Neisreikstinés kairiyjy vienpusiy skirtumy schemos stabilumas

Diferencialing lygtj aproksimuokime schema:

Yt + Un+1yg+1 = fn+17 (.%',t) € Whr -

% A

Tada globalioji paklaida z = y — u tenkina uzdavinj:

2t +vin+lzg+1 :¢in+1, (z,t) € Whr,

2y =0, t"cw;,

Z? =0, x;€wy.
Tarkime, kad globalioji paklaida \zgﬂ\ yra didziausia taske z;. IS skirtumy
lygties iSreiskiame:

oLy oLy

(14 2T = a4 2T

Tada galioja tokie jverciai:

o oy
(12D 1 < Jefl 4+ 2o
n+1

v; T

<11+ 12 o, + T

IS gautosios nelygybés iSplaukia stabilumo jvertis:
1Z" M o) < N2 o) + I o) -

Pasinaudoje aproksimavimo paklaidos jverciu, jrodome, kad teisingas globa-
liosios paklaidos jvertis:

1Zllc@n) < C(T+h).

Geometrinis stabilumo interpretavimas

Panagrinésime baigtiniy skirtumy schemos stabilumg pradinés salygos at-
zvilgiu. Priminsime, kad homogeninés pernesimo lygties

ou, ou_
ot Cax_

sprendinys yra u(x,t) = ug(xz—ct), t.y. charakteristikos x = x¢+ct kryptimi
sprendinys nesikeicia.
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Panagrinékime isreikstine kairiyjy vienpusiy skirtumy schema:
Yyr+cyz =0.
Rasime charakteristika, einancia per taska (x;,t"+1):
x—ct=mx; —ct"Th.
Si charakteristika laiko momentu ¢t = t" kerta z asj taske:

r=ux; —cCT.

Baigtiniy skirtumy schema uzrasykime koordinaciy pavidalu:

41T cT
Y = Fyzel + <1 — F>yz

Sig formule galime interpretuoti taip:
a) naudodami y;_1, y; tiesiskai interpoliuojame funkcijos y reiksme taske
-.f' — Ti—1 T; — & cT

7 — — oy . +<1_C_T>
Y=Y h Yi—1 h - hyz—l h Yi,

b) sia reikSme perkeliame charakteristikos kryptimi j taska (z;, tp+1).

n+1

3.5 pav. I8reikstinés baigtiniy skirtumy schemos sprendinio geometriné interpreta-
cija: a) et < h, b)er >h

Dabar galime pateikti ir geometrinj KFL salygos paaiskinima. Jeigu
cr < h, tal pirmajame algoritmo zingsnyje y reiksme apskaiciuojame inter-
polivodami, jeigu cr > h — ekstrapolivodami (7r. 3.5 pav.). Gerai Zinoma,
kad ekstrapoliavimo operacija yra nestabili.



118 3 SKYRIUS. MATEMATINES FIZIKOS UZDAVINIAI

Panagrinékime nesalygiskai stabilig neisreikstine kairiyjy vienpusiy skir-
tumy schema;:

Yt + cys =y,
IS Sios lygties iSreiskiame sprendinj:
1 1 W 1
n—+ n+
i = Yi + Yi 1 -
(2 1 + % 1 + % 7

Parodysime, kad apskaic¢iuodami yf“ visada naudojame interpoliacine for-
mule. Panagrinékime charakteristika, einancia per taska (x;, t,41):

x—ct=mx; —ct"Tt.
n+l
\\ /’
Ny
N
(x, 0N
\
\
\
t" :
X|-2 Xi-l XI

3.6 pav. Neisreikstinés baigtiniy skirtumy schemos sprendinio geometriné interpre-
tacija

Rasime taska (Z,t), kuriame charakteristika susikerta su tiese, jungiancia
taskus (x;—1,tn41) ir (xi,t,) (Zr. 3.6 pav.):

t—1t" T — x;

- 9
tn+1 —tn Ti—1 — X4

x—ct=uax; —ct"l.

Issprende Sig lygéiu sistema, gauname tasko (Z,t) koordinates:
CT

h, t=t"4+ 1.
1+ ¢

cT
h

Pasinaudoje tiesinio interpoliavimo formule apskai¢iuojame sprendinio
reiksme siame taske:



3.2. HIPERBOLINIU ALGORITMU STABILUMAS 119

¢ia pazymeéjome:
— C_T (1 + C_T) X
s=3 /g
Vél gavome neisreikstinés kairiyjy vienpusiy skirtumy schemos realizavimo
lygti.

Grafinis stabilumo analizés metodas leidzia nustatyti tik butinasias sta-
bilumo salygas. Juo iStyre baigtiniy skirtumy schemos stabiluma, galime
atmesti tikrai nenaudotinas skai¢iavimams schemas. Taciau algoritmas gali
tenkinti grafinj stabilumo kriterijy ir buti nestabilus. Pastebésime, kad
grafinj metoda galime taikyti ir kaip buda sudaryti naujas baigtiniy skir-
tumy schemas.

3.1 pavyzdys. Grafinio stabilumo kriterijaus analizé. Pana-
grinékime isreikstine centriniy skirtumy schema:

Cyi—I—l —Yi-1 —0.

Yt + 5%

Nesunku jsitikinti, kad jeigu |c|7 < h, tai gautoji formulé

CT

PYA (yi-i-l - yi—l)

n+1: L
Yi o

Y

sutampa su parabolinio interpoliavimo formule, todél kai |c|[r < h
baigtiniy skirtumy schema tenkina butingja geometrinio stabilumo
salyga. Taciau tirdami Sios schemos stabilumg Neimano kriterijumi
irodéme, kad ji yra nesalygiskai nestabili.



