1 skyrius

Paprastyjy diferencialiniy
lygciy sistemy pradinio
uzdavinio skaitiniai
sprendimo metodai

1.1. Pagrindiniai skaitiniai sprendimo metodai

Spreskime pradinj paprastyjy diferencialiniy lygciy sistemos uzdavinj

dU
— =F(tU
{dt .0),

U(0) = Up.

(1.1)

Cia U(t) = (u1(t),. .. ,uM(t))T ir F(t,U) = (f1,... ,fM)T yra M dimensijos
vektoriai-funkcijos. Visada tarsime, kad vektoriaus F'(¢,U) reikSmeés yra
apréztos is virsaus:

|fz‘(t>U)| <My, 1=12,....,M.

Prisiminsime svarbiausius skaitinius metodus, pla¢iai naudojamus tokiy
uzdaviniy sprendimui.

1.1.1. Baigtiniy skirtumy metodas

Sio metodo pagrindinis zingsnis — iSvestiniy aproksimavimas baigtiniais skir-
tumais. Taciau tai galime atlikti jvairiais budais, taigi galime sudaryti dau-
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2 1 SKYRIUS. PDL PRADINIS UZDAVINYS

gybe skaitiniy algoritmy, skirty tam paciam uzdaviniui spresti. Taigi reikia
mokéti jvertinti tokiy algoritmy savybes ir iSrinkti efektyviausius algoritmus.

Diferencialineés lygties (1.1) sprendinys yra ieskomas visame intervale 0 <
t <T. Iveskime diskretyjj tinklg pagal koordinate t:

wr={tn: tn=ty1+Tn, n=1..,N, t0=0, tn=T},

¢ia 7, > 0 yra diskreciojo tinklo zingsnis, ¢,, yra vadinamas diskreciojo tinklo
mazgu. Tinklo w, pavyzdys pateiktas 1.1 pav. Jei visi 7, yra pastovus, tai
turime tolygyj; diskretyji tinkla:

wT:{tn: tp,=n7, n=0,1,..., N, tN:T}.

o
al
-

. m—
- ===

=]

1.1 pav. Diskretusis tinklas w,

PDL sistemos pradinio uzdavinio sprendinio artinj skaiciuosime tik dis-
kreciojo tinklo mazguose, §j artinj Zymésime

Y = Y(t) = (hohs o) T, n=0,1,..,N.

Taigi gauname baigtinj skai¢iy nezinomuyjuy — jy is viso yra M X (N +
1). Zinodami sprendinio artinius diskre¢iojo tinklo mazguose, nesunkiai
galime apskai¢iuoti reiksmes ir kituose taskuose. Sj uzdavinj iSsprendziame
taikydami interpoliavimo metodus.

ISvestiniy aproksimacija baigtiniais skirtumais

TolydZziosios funkcijos iSvesting v/(¢) aproksimuosime baigtiniais skirtu-
mais naudodami tik funkcijos reiksmes tinklo w, mazguose. Aisku, kad toks
pakeitimas gali buti atliktas daugeliu budy.

Nagrinékime baigtiniy skirtumy formule

Uty +7) —v(tn)

0. 1.2
V¢ - s T > ( )

Naudodami Teiloro skleidinj

2
" =" (L) + %Uu(tn +07), 0<e<1,
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gausime, kad
:U@@+%M%n+@ﬂ. (1.3)

ISvestinés v/ (t,,) reikSme galime aproksimuoti ir tokia baigtiniy skirtumuy
formule

vp= ————— =0 (t,) — gv”(tn -0r), 0<Oe<l1. (1.4)

Is (1.3) ir (1.4) lygybiy matyti, kad baigtiniy skirtumy formulés v, ir vy
aproksimuoja iSvestinés v'(,,) reikSme O(7) tikslumu.

Galima sudaryti ir tikslesnes baigtiniy skirtumy formules. Nagrinékime
centriniy skirtumy formule

t 2T
Vél naudodami Teiloro skleidinj gausime
2

%:vﬁw+%wW%+®ﬂ,]@<1. (1.5)

Ta pati baigtiniy skirtumy formulé gali skirtingu tikslumu aproksimuoti
funkcijos iSvestinés reikSme skirtinguose taskuose. Pavyzdziui, vy yra tik-
slesnis iSvestinés v'(t) artinys taske £ = t, + 37 (zr. (1.5) lygybe):

2
o T g l
vt—v(f)—i-%v (t+0r), \®\<2.

ISreikstinis Eulerio metodas

Diferencialinéje lygtyje (1.1) pakeiskime iSvestine baigtiniy skirtumy formule
(1.2), tada taske t = t,, gausime baigtiniy skirtumy lygtj

YnJrl _yn

Tn+1

= F(t,,Y"). (1.6)
Prie (1.6) lygéiu sistemos prijungiame pradine salyga
YO =1p. (1.7)

Baigtiniy skirtumuy lygtys (1.6), n = 0,1,..., N — 1 ir pradiné salyga (1.7)
sudaro baigtiniy skirtumy prading uzdaving.
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Tokj metoda realizuoti labai paprasta, nes sprendinio reiksmeés apskai-
¢iuojamos pagal isreikstine formule
Y = Y 41 1 F(t,, Y™ (1.8)

Pateiksime kita isreikstinio Eulerio metodo interpretacija. Suintegrave
intervale [t,,t,+1] (1.1) lygti, gausime lygybe

tn+1dU tnt1
e S / St ="+ / F(t,U)dt. (1.9)
tn tn

Integrala aproksimuokime kairiyjy staciakampiy formule. Gauname lygtj
Yn+1 =Y" + Tn+1F(tn7 Yn) )

sutampancia su (1.8) lygtimi.

Neisreikstinis Eulerio metodas

Jeigu (1.9) lygtyje integrala aproksimuosime desiniyju stac¢iakampiy formule,

tai gausime neisreiksting Eulerio metodg
YnJrl _yn
= F (tht1, Y") . (1.10)
Tn+1

Realizuoti sj metoda jau néra taip paprasta kaip isreikstinj Eulerio meto-
da. Diskretusis sprendinys nauju laiku ¢, 1 randamas sprendziant netiesiniy
lygciy sistema

Y — 7 g F (tg, Y ) =Y (1.11)

(1.11) spresti dazniausiai taikome paprastujy iteraciju ir Niutono metodus.

Paprastyjy iteracijy metodas. Sprendinio Y"*! artinj apskai¢iuojame
tokiu iteraciniu metodu

s+1 s

Y =71 Ftn,Y) + Y, s>0, (1.12)
0

Yy =Y".

Iteracijas skaic¢iuosime tol, kol bus iSpildyta konvergavimo salyga

s+1 S 1_q
Iy —v| < e, 0<g<l. (1.13)
q
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Cia || - || yra kokia nors vektoriaus norma, pavyzdziui:

Y| = (t)].
Y™ @%Iy@(n)l

(1.11) lygties sprendinys egzistuoja ir (1.12) iteraciniu metodu gautoji
seka konverguoja, kai funkcija F'(¢,U) yra apréztoji ir tenkina LipSico salyga:

1E@E VI < Mo, [[F(U) = F(& V)| < LU = V| (1.14)

1.1 teorema. Jei yra teisingos (1.14) nelygybeés, tai pakankamai mazoms
diskreciojo parametro 7,41 reiksméms T,+1 < q/L, (1.11) lygciy sistema
turi vienintelj sprendinj, paprastyjy iteraciju seka (1.12) konverguoja i Sj
sprendinj.

Teoremos jrodyme uztenka jsitikinti, kad iteracijy seka yra fundamen-
talioji (arba Kosy seka).

Niutono metodas. Nauja neisreikstinio Eulerio metodo sprendinio Y1
artinj apskaiciuojame tokiu iteraciniu metodu:

s s+1 s s s
(I — Tn+1Jn+1(Y)> ( Y — Y> — Y 4+Y" 4 Tn+1F(tn+1,Y> . (1.15)

¢ia I pazymeéjome vieneting matrica

10 - 0
N N
00 - 1

o matrica J,4+1 yra vektoriaus-funkcijos F' jakobianas

of on . of
Oyr Oyo Oym

Ofa  Ofe df2

Ofi(tnit,Y 912 %912 . 92

In1(Y) = (%) =| 0y1  Oyo Oym
j . . .

Ofm Ofm  Ofum

oy1 Oy oym
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Dazniausiai J,,+1(Y") koeficientus apskai¢iuojame naudodami skaitinio dife-
rencijavimo formules:

Ofi(tn+1,Y) _ filtas1, Y + hEj) — filtnt1,Y)
Byj h ’

¢ia pazyméjome vektoriy E; = (615,025, ..,0 Mj)T, pavyzdziui,
Ey =(1,0,...,00T, E,=(0,1,0,...,0)T.

Realizuodami Niutono metoda kiekvienoje iteracijoje turime apskaiciuo-
S

ti matrica Jp41(Y) ir iSspresti tiesiniy lygéiy sistema (1.15). Matome,
jog vienai Niutono metodo iteracijai realizuoti reikia daugiau aritmetiniy
veiksmy nei paprastyjy iteracijy metodui. Tac¢iau Niutono metodas konver-
guoja greiciau ir daznai skaic¢iuoti galime su didesniu diskreciuoju parametru
Tn+1-

1.2 teorema. Tegul funkcijai F' galioja tokie jverciai
[F(tny1, V)| < Mo, [[Hi(tni1, V)| < Mo, (1.16)

_ 1
H (I—Tn+1Jn+1(Y)) ! H S ﬁl7 k= 17"'7M7

cia Hj, pazyméjome antryjy isvestiniy matrica:

a2fk(tn+17 Y)

i0Yj

) . 1<ij<M.

Tada pakankamai mazoms diskreciojo parametro reikSméms v < 7y Niu-
tono metodu gauta iteracijy seka (1.15) konverguoja j (1.11) lygciy sistemos
sprendinj ir galioja iteracijy paklaidos jvertis

Tn+1 Mo

o =Y (1.17)

[y =) <

Is (1.2) teoremos matome, kad Niutono iteracinis metodas konverguoja kva-
dratiniu greiciu.

Simetrinis Eulerio metodas

Isvesdami iSreikstinio ir neiSreikstinio Eulerio metodo formules (1.9) lyg-
tyje integralg aproksimavome atitinkamai kairiyjy ir desiniyjy staciakampiy
integravimo formulémis. Siy formuliy tikslumo eilé yra pirmoji. Dabar
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integrala apskaiciuosime pagal trapecijy formule, kurios tikslumo eilé yra
antroji. Tada gausime simetrinio Eulerio metodo lygti:

YY" F(tpgr, Y 4 F(tn, Y™)
Tn+1 2

. (1.18)

Ir Sis metodas yra neisreikstinis. Diskretuyji sprendinj nauju laiku randame
iSsprende netiesiniy lygciy sistema;

ynil % Fltni, Y™ ) = Y™ 4+ % F(t,,Y"). (1.19)

Vél galime taikyti paprastyjy iteracijy arba Niutono metodus. Iteracinio
metodo konvergavimo salygos gaunamos i$ analogisky salygu, irodytu neis-
reikstiniam Eulerio metodui.

Rungés ir Kuto metodas

Prediktoriaus-korektoriaus metode pavyksta apjungti svarbiausius iSreiks-
tinio ir simetrinio Eulerio algoritmy privalumus (deja, neisnyksta algoritmo
salyginio stabilumo problema). Runges ir Kuto (Runge - Kutta) metode
Si idéja apibendrinima, kai viename zingsnyje funkcijos F(t,U) reiksmeés
skaic¢iuojamos keliuose taskuose. Juos parenkame taip, kad gautojo artinio
tikslumas bty kuo didesnis.

Nagrinésime m- pakopj isreikstinj Rungés ir Kuto metoda. Sakykime,
kad turime koeficienty lentele, kuri dar vadinama Rungés ir Kuto metodo
matrica:

az | bar

az | b1 D32

G bml me co bm,m—l
o1 02 T Om—1 Om

Tada nuosekliai apskaiciuojame israiskas

(K = F(t,,Y"),
Ky = F(tn + a2Tn11, Y™ + Typ1ba1 K1),
K3 = F(tn + a37p11, V" 4 Tny1(b31 K1 + b32K2)) (1.20)

1

m—
Km = F(tn + AmTn41, YY"+ Tn+1 Z bm]KJ) :
j=1
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Y™+ reik§me apskaic¢iuojama isreikstine formule

m
Yl =Y 40> 0K (1.21)
j=1

Taigi realizuodami m-pakopio Rungés ir Kuto metodo algoritmg funkci-
jos F(t,U) reikSmes skai¢iuojame m skirtinguose intervalo [t t,+1] tasku-

ose.

1.1 pavyzdys. Dvipakopis Rungés ir Kuto metodo algorit-
mas. Prediktoriaus-korektoriaus metodo algoritmai yra atskiri dvi-
pakopio Rungés ir Kuto metodo atvejai. Juy koeficienty lentelés ir
realizavimo formulés tokios:

1 algoritmas

1] 1
10,5 0,5

K = F(tn,Y") ,
Ky =F(ty 4+ o1, Y" + Tn41 K1) ,

Yn+1 _yn B Kl +K2
Tn+1 2 '

2 algoritmas

0,5]0,5
|0 1

(K= F(t,,Y™),
1 1
K2 = F(tn —|— §Tn+1; Y —|— §Tn+1K1),

YnJrl _yn

Tn+1

K.

Rungeés ir Kuto metodo koeficienty radimas. Algoritmo koeficientai
a;, b;j, 0; parenkami taip, kad metodo aproksimacijos tikslumas buty didzi-
ausias. ISnagrinésime dvipakopj Rungés ir Kuto metoda. IS Sio pavyzdzio
bus aisku, kaip koeficientai randami ir bendruoju atveju.
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Imsime vienos diferencialinés lygties atvejj (t.y. M = 1). Lygciy sistemu
analizé atlieckama visiskai taip pat, be to, tik Rungés ir Kuto metodams,
kuriy tikslumo eilé didesné uz ketvirtaja, atsiranda papildomy lygciy, kurias
turi tenkinti metodo koeficientai. Kadangi paprastai randame ne konkrety
vienintelj nurodyto tikslumo Rungés ir Kuto metoda, o metody Seima, prik-
lausancia nuo keliy laisvy parametry, tai dazniausiai pavyksta patenkinti ir
Sias papildomas lygtis.

Dvipakopio Rungés ir Kuto metodo formulése yra keturi laisvi paramet-
rai ag, ba1, 01, 09:

Ky = f(tn,y"), Ko= f(tn+ a7, y" +ba7K1),
Yyt =y + 7(01 K + 09K>) .

Perrasykime paskutiniajg lygybe standartine forma:

n+1 n

- = Ulf(tru yn) + UZf(tn + a7, yn + b217—f(tn7 yn)) :
Priminsime, kad aproksimavimo paklaida vadinamas dydis, gaunamas

jrasius j baigtiniy skirtumy lygti PDL pradinio uzdavinio sprendinj, taigi

Rungés ir Kuto algoritmo aproksimavimo paklaida yra

un+1 —um

Y = — - o1f(tn,u") — O'Qf(tn + aoT,u" 4 7oy f (tn, u")) .
Tarkime, kad diferencialinio uzdavinio (1.1) sprendinys ir funkcija F'(¢,U)
tenkina tokias glodumo salygas

]u;”(t)’SC?,, 1:1727"'7M7 t€[07T]7
0% fi(t, U
TLCD) | gy ot pry=2.
ot du;; ou]

Tada teisingi tokie Teiloro skleidiniai:

un-l—l —um

. T 2
- —u(tn)+2u (tn) +O(77),

Of (tn,u"
f(tn + a7, u”™ + 7ho1 f (tn, u™)) = f(tn, u™) + Taz%

Of (tn,u™)

2
P +O(17).

+ 7bo1 f (tn, u™)
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Diferencijuodami (1.1) lygti ¢t atzvilgiu, iSreiskiame sprendinio iSvestine:

o000, _or o
ot  Ou ot  ou’’

Irase siuos skleidinius j aproksimavimo paklaidos iSraiska, gausime lygybe

Y= (1 =01 —09)f(tn,u") + 7'(0, 5— O'QCLQ)W
+ T(O, 5 — O'ngl)f(tn,un)w + O(TQ) .

ou

Norédami gauti antrosios tikslumo eilés aproksimacija, sudarome lygciy sis-
temg

o1 +o9=1,
0'2(12:0,5,
O'2b21:0,5.

Taigi keturiems dvipakopio Rungés ir Kuto metodo koeficientams nustatyti
gavome tris lygtis. Todél vienas parametras lieka laisvas, tai yra sukon-
stravome Rungés ir Kuto metody Seima, priklausancia nuo parametro o:

‘ l1—-0 o
Jos skaic¢iavimo formulés diferencialiniy lygéiy sistemoms yra tokios:
Ky = K(tp,Y"),
Ky = F(t, + %,Y" + %Kl) ,
Yl =Y 4+ 7((1 - 0)K1 + 0Ky).

Imdami o =1 ir ¢ = 0,5 gauname du atskirus sios Rungés ir Kuto metodo
Seimos algoritmus, iSnagrinétus 1.1 pavyzdyje.

Jeigu Teiloro skleidiniuose biitume israse ir O(72) eilés narius, tai bu-
tume galéje jsitinkinti, kad vieno papildomo parametro neuzteks visus juos
prilyginti nuliui.

Daugiapakopiai Rungeés ir Kuto algoritmai. Panasi analizé rodo, kad
ir kitoms m reikSméms gauname ne viena konkrety Rungés ir Kuto metoda,
o metody Seima, priklausancia nuo vieno ar keliy parametry.
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Siuos parametrus parenkame remdamiesi papildomais kriterijais: algo-
ritmo realizavimo ekonomiskumu, stabilumo reikalavimu ir kitais. Pazy-
meésime, kad Rungeés ir Kuto metodo pakopu skaicius (o kartu ir funkcijos
F(t,U) reikSmiy skai¢iavimo skai¢ius) didéja grei¢iau nei metodo aproksi-
macijos tikslumo eilé. Sie duomenys pateikti 1.1 lenteléje.

1.1 lentelé. Runges ir Kuto metodo aproksimacijos tikslumo eilés priklausomybé
nuo etapy skaiciaus

Etapy skai¢cius m 1 2 3 4 5 6
Tikslumo eilé p 1 2 3 4 4 5 6

Pateiksime skaic¢iavimo praktikoje dazniausiai naudojamy Runges ir Ku-
to algoritmy koeficientus:

m=3,p=3
05] 05 05 | 05
1 ‘ 1 9 0,75 ‘ 0 075 (1.22)
‘ 1 4 1 ‘ 2 1 4
6 6 6 9 3 9
m=4, p=4
0,5 | 0,5 05 | 05
0,5 0 0,5 0,5 \/5271 272\/5
1 0 1 1 V2 242
2 2
1 1 1 1 22 2+v2 1
3 6 6 6 3 6
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DaugiazZingsniai baigtiniy skirtumy metodai

Priminsime pagrindinj Rungés ir Kuto metodo trukuma: viename zingsnyje
funkcijos F(t,U) reiksmes skaic¢iuojame m skirtinguose taskuose, taciau ki-
tame zingsnyje 8iy reikSmiy daugiau nenaudojame.

Dabar nagrinésime tokj metoda, kai tos pacios F'(¢,U) reikSmeés naudo-
jamos keliems algoritmo zingsniams. Pazymékime

F,=F(ty,Y"), k=0,1,....n.
DaugiaZingsniu baigtiniy skirtumy metodu vadinsime algoritma

agY " + alynfl 4+ Fa Y™

Tn

=bolp, +b01Fp_ 1+ + b Fr_m, (123)

¢ia m yra zingsniy skaic¢ius. Daugiazingsnis metodas vadinamas isreikstiniu,
jei by = 0, ir neisreikstiniu, jei by # 0.

Sio metodo koeficientai apibrézti konstantos tikslumu, todél suformulu-
osime normavimo salyga:

> bp=1. (1.24)
k=0

Algoritmo (1.23) formulé gali buti taikoma tik kai n > m, todél skai-
¢iavimo pradzioje sprendinio reikSmes Yy, Y1, ..., Y;,—1 randame kokiu nors
vienazingsniu metodu, pavyzdziui Runges ir Kuto metodu.

Jeigu algoritmas yra neisreikstinis, tai reikia spresti netiesiniy lygciy
sistema

agY™ — ThoF(tp, Y") = ®(Y" Ly 2 . y"™).

Vél galime taikyti paprastyjy iteracijy arba Niutono metodus. Iteracinio
metodo konvergavimas tiriamas taip pat kaip ir neisreikstinio Eulerio meto-
do atveju.

Adamso metodas. Parodysime, kaip parenkami daugiazingsnio metodo
koeficientai, tai yra kaip sudaromi konkretus daugiazingsniai diferencialiniy
lygciy integravimo algoritmai.

Nagrinésime atskirg (1.23) metodo klase, vadinama Adamso metodu:

yn _ Ynfl m
———— =) F (YY), (1.25)
k=0
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Jei by = 0, tai gauname isreiksting Adamso metoda (Adamso ir Bashfortho
metoda), jei by # 0 — neisreiksting Adamso metoda (Adamso ir Moultono
metoda).

Norint rasti koeficientus by, uztenka nagrinéti vieng diferencialine lygtj,
tai yra imsime M = 1. Integruokime sprendziamg diferencialing lygti inter-
vale [t,—1,ty], tada gausime integraline lygti

wlts) = ultn )+ [ Fltu) dt. (1.26)

tn—1

Adamso metodo formules gauname aproksimuodami integrala skaitinio
integravimo formulémis. Kadangi sios formulés dazniausiai iSvedamos nau-
dojant interpoliacinj Niutono daugianarj arba neapibréztiniy koeficienty me-
todu, tai abu Siuos metodus galime taikyti Adamso metodo koeficientams
apibreézti.

Interpoliacinis Niutono daugianaris. Skai¢iuosime Adamso ir Bash-
fortho formulés koeficientus. Imkime tokius interpoliavimo mazgus ir funkci-
jos f(t,U) reikSmes:

tnfl tn—2 e tnfm

f(tnfla Ynfl) f(tan, Yn72) e f(tnfm, Ynfm)

ir sudarykime interpoliacinj Niutono daugianarj P,—1(t,—1,1t):

s+1)s
mel(tnflat) = fnfl + Svfnfl + %vzfnl
s+(m—2))...(s+1)s
pooplatm=2) 4D VT fot
(m—1)!
. t_tn—l 1 . .1 e e . . . . .
¢ia s = ——— o V'f, yra l-osios eilés baigtiniai skirtumai, kurie api-

bréziami rekurenciosiomis lygybémis

vlfn = fn - fn—la
vlfn = Vlilfn - Vlilfn—h l = 2.

Baigtiniy skirtumy V'f,, isreikstinés skai¢iavimo formulés pateiktos 1.2 len-
teléje.
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1.2 lentelé. Baigtiniy skirtumy isreikstinés formulés

t f Vf V2 f V3 f
tn fn
fn - fnfl

tn—1  fn-1 Jn—2fn-1+ fn-2

Jn-1— fn—2 Jn—3fn-1+3fn—2 —fn-3
th—2  fon-2 Jn-1—2fn—2+ fn-3

fn—2— fn-3
th-3 Jfn-3

Tada m-zingsnis Adamso ir Bashfortho metodas apibréziamas lygybe

Yy — Yn—l 1 tn
R S —/ P_1(tp_1,t) dt.

T T tn_1

Suintegrave interpoliacinj daugianarj gauname tokia lygti (ja uzrasome PDL
sistemai):

ym —yn-1 1 5
———— =Fa+yVEhoa+ EWF,H (1.27)
1
—2)) ... 1
PN / (+(m=2) s+ s ) Gmap
(m —1)!
0

Pakeite V¥ F,_; funkcijos F' reikSmémis, gausime (1.25) formule.

1.2 pavyzdys. Keturzingsnis Adamso ir Bashfortho metodas.
Metodo (1.27) formulé¢je imkime m = 4, tada gauname lygtj

yn —yn-1 1 5 3
— = F, 1+ -VF_1+—=V?F,_ 1 +=-V?F,_,.

- n1+2vn1+12v n1+8v n—1
Naudodamiesi 1.2 lentele, pakei¢iame baigtinius skirtumus isreikst-
inémis formulémis

YY" — Yn—l

1 5
- = n71+§(Fn71_Fn72)+E(Fn71_2Fn72+Fn73)
3
+3 (Fo1 = 3F 2+ 3F, 53— F,4).
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Atlike elementarius skai¢iavimus, uzrasome keturzingsnio Adamso
ir Bashfortho metodo lygtj

Yy — Yn—l 1

——— = —(55F,_1 —59F,,_2 + 37TF_3 — 9F,_4) .
T 24

Visi Adamso ir Bashfortho metodo algoritmai yra isSreikstiniai.

Neisreikstinis m-zingsnis Adamso ir Moultono metodas apibréziamas ly-
gybe

Yy — Yn—l 1 tn 1

/" p —F, - iV 1.2
. 2| Pttty = - VE, (1.28)
1
1) 1
_..._/(”(m )4 Ds G ogmp
m!
0

Pakeite V*F,, funkcijos F reikimémis, gauname Adamso ir Moultono algo-
ritmo formule.

1.3 pavyzdys. Trizingsnis Adamso ir Moultono metodas. Im-
kime m = 3, tada gauname lygtij

Yy — Yn—l
T

1
12
Naudodamiesi 1.2 lentele, pakei¢iame baigtinius skirtumus isreikst-
inémis formulémis ir gauname tokia trizingsnio Adamso ir Moultono
metodo lygti:

1 1
=F, — §VFn - —V?F, — ﬁv?’Fn.

yr-—yn-l 1
= 51 (9B +19Fu 1~ 5Fu s + Fus).

Neapibréztiniy koeficienty metodas. Nagrinékime m-zingsnj Adamso

ir Bashfortho metoda. (1.26) lygtyje aproksimuokime integrala baigtine
suma

tn
f(t7u) dt ~ T(blfn—l + b2fn—2 +---+ bmfn—m)-
tn—1
Koeficientus by, b, . . ., b, parinksime taip, kad 8i formulé tiksliai integruoty

visus daugianarius, kuriy laipsnis yra ne didesnis uz (m — 1). Formuléje

tn
/ g(t) dt = T(blgn—l + ngn—Z + -+ bmgn—m)

tn—1
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pakeite nepriklausoma kintamajj ¢t = t,—1 + &7 ir pazymeéje
G(z) = g(tp—1 + x7),

gausime lygybe
1
/G(:U) dz = b1G(0) + boG(—1) + - -+ + by, G(— (m — 1)). (1.29)
0

Todél apibréziant koeficientus b; uztenka nagrinéti sig formule.

Daugianariy, kuriy laipsnis yra ne didesnis uz (m — 1), aibéje imkime
tokia baze

Pm—1(z) =z(x+1) - (x +m —2).

Siems daugianariams (1.29) formulé turi biiti tiksli, taigi gauname tiesiniy
lygciy sistema

1
—by — 2b3 — - — (m=1b, = B
5

2bs + --- —|-(m — 1)(m — Q)bm = 6 (1.30)

(=)™t m—-1)b, = b}pm_l(x) dx .

Kadangi lygéiy sistemos matrica yra virsutiné trikampé, tai nesunkiai
apskaic¢iuojame koeficientus b,,, by_1,..., b1.
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1.4 pavyzdys. Penkiazingsnis Adamso ir Bashfortho meto-
das. Sudarykime (1.30) tiesiniy lygéiuy sistema, kai m =5

(b1 +by +b3 +by +b; =1
1
— by —2bg —3bs —dby = 5
5
2bs + 6bs + 12b5 = 6
9
—6b4—24b5 :Z
oapy = 21
30

Issprende Sig sistema, gauname penkiazingsnio Adamso ir Bashfortho
metodo formule

yr—yrt 1
— = %(1901&,1 — 27T4F,

+ 2616F,,_3 — 1274F,_4 + 251F),_5) .

Daugiazingsnio metodo koeficienty skaic¢iavimas

Daugiazingsnio metodo (1.23) koeficientus parinksime taip, kad gautojo me-
todo aproksimacijos tikslumo eilé buty didziausia. Pagal apibrézima aproksi-
mavimo paklaida yra lygi

gn = i <%u”*k — bkf(tn,k,u”*k» )

T
k=0

Naudodamiesi sprendziama diferencialine lygtimi, pertvarkykime aproksi-
mavimo paklaidos israiska

m
Q _
=y <7ku" ko bku’(tn,k)) . (1.31)
k=0
Isskleide funkcijas u(t) ir «/(t) Teiloro eilute ir tare, kad |[u®tV(t)] < C,
gausime lygybes

unfk —

(—km)uD(t,)
N

NE

+ O™, k=1,2,...,m,
l

p—1 gD .
dltni) =y ) o),
=0

Il
o
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Irase siuos skleidinius j (1.31) lygybe ir kai ka pertvarke gausime tokia
aproksimavimo paklaidos israiska:

m a P m u(l) "
U= ) - 30N (k) akk + by, i _(’51))! +O(7P).
ko=

T
k=0 =1 0

Taigi daugiazingsnio metodo aproksimacija yra p-osios tikslumo eilés, jei
galioja Sios salygos:

m

> oa,=0,

k=0

Sk kap +1b,) =0, 1=1,2,...,p.
k=0

(1.32)

Taikydami ir normavimo salyga

gausime p + 2 tiesiniy lygéiy sistema, kurioje yra 2(m + 1) nezinomieji —
daugiazingsnio baigtiniy skirtumy metodo koeficientai.

Sia sistemg supaprastinsime. Pirmiausia i§ pirmosios ir paskutiniosios
lygciy isreiskiame koeficientus ag, bo:

m m
—Zak, bo = 1—Zbk. (1.33)
k=1 k=1
Kitus koeficientus rasime issprende tiesiniy lygciy sistema
m
z k:ak = —1,
F=0 (1.34)
m
Sk Ykap +1b) =0, 1=2,3,...,p.
k=0

Matome, kad (1.23) daugiazingsnio metodo aproksimacijos tikslumo eilé
negali buti didesné uz 2m. Isreikstinés schemos atveju, kai by = 0, didziausia
aproksimacijos eilé yra 2m — 1.
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1.5 pavyzdys. Dvizingsnis neisreikstinis metodas. Sudary-
kime (1.34) tiesiniy lygciy sistema, kai m = 2

a1 +2ax = —1,
ay + 2by +4az +4by =0,

a1+ 3b1 + 8ag + 12b5 =0,
a1 + 4by + 16a9 + 32b5 = 0.

Issprende Sia lygciy sistema, randame sprendinj

=0 =-0,5, b = =-.
a ) a2 5 Yy 1 3’ 6
Tada i$ (1.33) lygéiu apskaic¢iuojame koeficientus ag, by. Sudaréme
dvizingsnj neisreikstinj metoda

yn — Yn72 1
T = E(Fn+4Fn71 +Fn72) 5 (135)

kurio aproksimacijos tikslumo eilé yra ketvirtoji.



