Algebrinés operacijos su MAPLE

Sumos, atimties, sandaugos, dalybos operacijoms Zymeéti naudojami simboliai
+, -, ¥, / o kélimg laipsniu Zymime simboliu ~
> (z+axy-x)~3;

(z +ay—a)?

Simboliui r suteikiame reiskinio reik§me naudodami priskyrimo zenkla :=. Jei
komanda uzbaigsime simboliu : (o ne ; ), ji bus jvykdyta, o rezultatas nebus
spausdinamas ekrane:

> r:=(z+a*y-x)~3:

Priskirtajj simboliui reiskinj galime atspausdinti ekrane naudodami komanda
print:
> print(r);

(z+ay—x)3

Algebrinj reigkinj reigkinj r := (z + ay — x)? iSskleisime naudodami komanda
expand:
> rl:=expand(r);

rl :==234+32%2ay—32x22+3za%y? —6zayr+3z22+a®y® —3a®y?r+3aya? — 23

o norimu budu surusiuosime komandos sort pagalba:
> sort(rl);
ady? —3a’zy? +3a%y?2+3ax?y —6aryz+3ayz? —2d+3222 322423
Simboliu % Zymimas paskutinis skai¢iavimy rezultatas. Jei norime surusiuoti
reigkinj pagal kintamojo x laipsnius, ra Some tokig komanda:
> sort(%,[x]);
—23+3ayx® +3222 —6ayzxr—3a’y’r—322r+3ay2? +3a*y?2z+adyP + 228

Nurode papildoma rusiavimo tvarka, gausime kitokj rezultata:
> sort(%, [x,y1);
—23+3ax?y—3a’ry?  +ady +3z22%2 —6azry+3a®2y? -3220+3a2ty+ 23
Kartais patogu skai¢iavimo rezultatus norisi pakomentuoti arba tiesiog
ivardinti. Tai galime padaryti tarp pasviryjy kabuciy ‘... ¢
> ‘skleidinys pagal x,y,z‘=sort(%, [x,y,z]);

skleidinys pagal ©,y,z = —a3 +3ax?y+ 3222 —3a’xy? —6axyz —3x22 +a3y3
+3a’y? 2+ 3ay2? + 23



Siam rei8kinj sugrupuoti kintamuyjy laipsniais naudojame funkcija collect:
> collect(r,x);

23+ Bz+3ay) 2+ (z+ay)(-22—2ay) — (z+ay)?)x+ (2 +ay)?

Komanda factor naudojame reigkiniui iSskaidyti dauginamaisiais:
> factor(%);

(2 +ay - a)?
Jei norime paskai¢iuoti reiskinj, kai reiskinio kintamieji dydziai arba
parametrai jgyja tam tikras reikSmes, naudojame operatoriy subs:
> subs(x=2,a=1,1);

(z+y—2)°

Kai norime reigkinj pakomentuoti, galime jrasyti komentara komandos eilutéje
atskirdami jj zenklu #:
> a:=2:x:=1:y:=3:z:=b:r;#r reikSmeé taSke (1,3,5),a=2
1000

Pastebékime, kad naudojant komanda subs, kintamieji a, x, y, z liko laisvi, o
dabar kintamiesiems buvo negrjztamai priskirtos skaitinés reik§meés:

> print(rl);
1000

Norédami atlaisvinti kintamuyjy reikSmes, naudojame komanda restart.
Turékime omenyje, kad ji panaikina visus ankstesniuosius skaic¢iavimy
rezultatus.

> restart:

Reiskinio algebring iSraiska galime pakeisti komandos convert pagalba.
Kei¢iame deSimtainj skai¢iy trupmena:
> convert( 3.14,fraction );
157
50
Racionalyjj reiskinj
> fi=(x)-> (x~5+x~2+2)/(x"2-1);
N 2+ 22 +2
' 2 -1
galime iSreiksti sveikosios dalies (daugianario) ir taisyklingyjy racionaliyjy
reigkiniy suma:
> convert(f(x), parfrac, x);
1 2

3 1— —
o+ + x+1+x_1




Bet kurios komandos apraSyma gausite darbiniame lange surinke po klaustuko
zenklo 7 surinke komandos varda ir paspaude klavisa enter. PavyzdZziui,
Atkreipkime démesj, kad reigkinj uzraséme kaip funkcija f(x), naudodami
atimties ir nelygybés simbolius - ir >.

> “Pconvert;

Atkreipkime démesj, kad reigkinj uzraséme kaip funkcija f(x), naudodami
atimties ir nelygybés simbolius - ir >. Tokiu atveju jos reik§me, pavyzdziui,
tagke x := 7w gausime taip:
> £(Pi);
R )
m2—1
Apytiksle deSimtaine reikSme gausima komandos evalf pagalba:
> evalf(%);
35.84030075

Skaiciavimy tiksluma padidinsime nurode norima zenkly skai¢iy po kablelio:
> evalf(f(Pi),25);
35.84030074073290927925016

Apibrézkime reiskinj:
> p:=(y°7-1)/(y-1);

Komanda simplify suprastins reiskinj:
> s:=simplify(p);
s=y+ +yt+P Py +1

Jj galime uzraSyti kaip kintamojo y funkcija naudojant komand g unapply:

> g(y) :=unapply(s,y);

gy) =y =y’ +y +yt+yP Yy + 1

Ta patj reigkinj galime uzrasyti naudodami komanda sum:

> sum(y~i, i=0..6);

Yty iy +1

Funkcija product analogiskai veikia sandaugos atzvilgiu:

> product(k~k/(k+1), k=0..6 );

5598720000
7

Analogigkai veikia komandos mul ir add:



> mul( i~i/(i+1), i=0..6 );
> add( y~i, i=0..6 );
5598720000
7
Y+ttt ry+1

Formule
> (a-b)~2=a~2-2*axb+b~2;
(a—b)?=a%—2ab+ b?

galime patikrinti apskaic¢iave jos kairiosios ir deSiniosios pusiy skirtuma lhs ir
rhs funkcijy pagalba:
> simplify(lhs(%)-rhs(%));

Uzduotys.
1. Isskaidykite dauginamaisiais 2% — 2° — 9 2* + 23 4+ 20 2% + 12 x reiskinj.
2. Patikrinkite Jums zinomy algebros formuliy teisingumsa.

3. Uzragykite reiskinj n(n-1)..(n-k+1) = n!/(n-r)! kaip kintamyjy k ir n
funkcija ir apskaiciuokite jo reikSmes jvairioms argumenty reikSméms.

2. Kompleksiniai skai¢iai. Algebrinis, trigonometrinis ir
rodiklinis kompleksiniy skaic¢iy pavidalas. Daugianariy
Saknys.

Kompleksiniu skai¢iumi vadinamas reiskinys z = x+yi; Cia z,y - realieji
skaiciai, 4 - menamasis vienetas, turintis savybe i? = —1. Tokia kompleksinio
skai¢iaus forma vadinama jo algebrine forma. SkaiCius = vadinamas
kompleksinio skai¢iaus z realiaja dalimi ir zymimas Re z , o skaicius y -
menamaja dalimi ir zymimas Imz. Kompleksinio skai¢iy MAPLE uzrasome
su komanda Complex:

> z[1] :=Complex(2,5);

z1:=2+51

Arba uZraSome kaip algebrinj reiskinj naudodami I vietoje menamojo vieneto i:
> z[1] := 2 + 5x*I;
zZ1 = 2 =+ 5 I



Realiaja kompleksinio skai¢iaus dalj gausime su komanda Re(z), o menamajg

- su Im(z):

> z[1] := -3 + 7*I;

>  ‘Re(z[1]) ‘=Re(z[1]);

> z[2]:= 9 + 4xI;

> ‘Re(z[2]) ‘=Re(z[2]);;
z1:=—-3+71
Re(z[1]) = -3
2212194-41
Re(z[2]) =

> ‘Im(z[1]) ‘=Im(z[1]);
> ‘Im(z[2]) ‘=Im(z[2]);

Im(z[1])

7
Im(z[2]) =4

> x-Ixy;
z—yl
Kompleksinio skai¢iaus x + y I jungtinis skai¢ius x — I y randamas su komanda
conjugate:

>  ‘jungtinis(z[1])‘ = conjugate(Z1);
>  ‘jungtinis(z2)¢ = conjugate(Z2);

jungtinis(z[1]) = Z1
jungtinis(22) = Z2

Veiksmai su kompleksiniais skaiciais.

Kompleksiniu skaiciu z1=x1+y1*I ir z22=x2+y2*I suma vadinamas
kompleksinis skaicius

z=x+y*=z1+22=(x14x2)+(y1+y2)*I

Atitinkamai kompleksiniu skaiciu z1=x1+y1*I ir z2=x2+y2*I skirtumu
vadinamas kompleksinis skaicius

z=x+y*[=21-22=(x1-x2)+(y1-y2)*I

Kompleksiniy skai¢iy sumos, atimties, daugybos, dalybos veiksmams MAPLE
naudojami jprasti simboliai:
> z[1]:= 3 + 7*I;
> z[2]:=5 - 6%I;
> ‘z[1] + z[2]¢
> ‘z[1] - z[2]¢

z[1] + z[2];
z[1] - z[2];

nn



z1:=34+71
20:=5—61
z[1] + 2[2]=8+1
z[1] — z[2]=—-2+131I
> ‘z[1]*z[2]¢ = Z[1]1xZ[2];
z[1] % 2[2] = Z1 Zs
> ‘z[1]1/z[2]1¢=Z[11/Z[2];
Z
AA1)/202) = 5+
Kompleksiniy reiskiniy reiksmés apskai¢iuojamos su komanda evalc:
>  z:=(sqrt(5)+3*I)"2;

= (V5 +31)

> evalc(z);
—4 4615

Kompleksinio skaic¢iaus modulis apskai¢iuojamas komandos abs pagalba:
> ‘zf=sqrt(2+5*I);

(V54302 =v2+51

> evalc(z);

—44615
>  ‘modz‘=abs(z);

modz = 14

Bet kokiems kompleksiniams skai¢iams teisinga trikampio nelygybé
|21 + 22| < 21| + |22

> zl:=7 +1;
> z2:= 3 +b%I;
> z3:=-2 -TxI;
> ‘zl + z2 +23 ‘=zl + z2 + z3;
> ‘|z1| ¢ = abs(zl);
> ‘1z2]| ¢ = abs(z2);
> “|z3| ¢ = abs(z3);
> ‘lzl + 22 + 23| ¢ = abs(zl + z2 +23); ¢ ¢
> evalf(abs(zl + z2 +z3) <= abs(zl) + abs(22) + abs(z3));
21 :=T7T+1
22 :=3+51
28 = —-2-"T1

21 + 22 +28 =8—-1
|z1| =52
2] = /31
23] =+/53



|21 + 22 + 28] =65

8.062257748 < 20.18212959

{\large Trigonometriné (poliné) kompleksiniy skaiéiy forma}

Tai iSraigka, z = r(cos(6) + isin(f)), kur r - kompleksinio skai¢iaus modulis, o
0 - argumentas. Skai¢iaus z := —1 — I poline forma galime uzraSyti taip:
> z = -1 - 1;
zi=—1-1
> ‘polz‘:=abs(z)*(cos(theta)+I*sin(theta));

polz := /2 (cos() +sin(0) I)

Argumenta galime gauti su komanda argument:
>  ‘theta‘:=argument(z);

37

0= 1

Funkcija polar randa kompleksinio skai¢iaus poline forma tokiu pavidalu:
> ‘polarz‘:=polar(z);
3

polarz := polar(v/2, fT)

Sudauginkime ir padalinkime skai¢ius poline forma:
> z1:=1+2%1;
21 :=1+4+21
> polar(zl);
polar(v/5, arctan(2))
> ‘polar(z*zl) ¢ :=polar(sqrt(2),-3/4*Pi)*polar(sqrt(5),arctan(2));

3w

1 ) polar(y/5, arctan(2))

polar(z * z1) := polar(v/2, —
>  simplify (%) ;

3
polar(v/2 /5, —Tﬂ- + arctan(2))
> ‘polar(z/zl) ¢ :=polar(sqrt(2),-3/4*Pi)/polar(sqrt(5),arctan(2));

polar(v/2, —%)

polar(z/z1) = polar(y/5, arctan(2))

>  simplify (%) ;

vV2v5 3w
£ T4 T arctan(2))

polar(



Rodikliné (eksponentiné) kompleksinio skai¢iaus forma.

UzraSykime skai¢iy z = 1+4i rodikline forma z = r¢(%:
> z:=1+4%1;
z:=1+41
> theta:=argument(z);
0 := arctan(4)
> r:=abs(z);

ri=17
> rodz:=r*exp(Ixtheta);
rodz :==1+41

Su evalb patikriname iSraiskos teisinguma;
> evalb(rodz=z);

true

Daugianariy sakny radimas

Suraskime visas lygtles 23 =1 Saknis ir pavalzduoklme jas grafiskai.S
> restart:‘z"3 = 1 sprendiniai.‘; ¢ ¢;

solset := {solve(z 8 =1, z)}

‘Sprendiniai ¢ = solset;

pts := map(w->[Re(w),Im(w)], solset):

plot(pts,

style=point, symbol=circle,

scaling=constrained, color=red,

labels=[‘x‘,‘y ‘1,

view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]);

2”8 = 1 sprendiniar.

VVVVVYVYVYV

R Ve CNE ) N Y NN NG

dintai = {-1,1, -1, 1, ———
Sprendiniai = {-1, 1, —I, I, 5 5
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Isspreskime lygti 2% + (1 +1i) 2z +5i = 0:

>

VVVYVVYVYV

solset := {solve(z"2 +(1+I)*z +5%I, z)}:

‘Sprendiniai ¢ = solset;
pts := map(w->[Re(w),Im(w)], solset):
plot(pts,

style=point, symbol=circle,
scaling=constrained, color=red,
labels=[* L ‘1,
view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]);

Sprendiniai = {—-2+1,1—-21}

27




> Kartais sprendinius gausime RootOff pavidalu: tada
sprendinius apskaiciuosime apytiksliai naudodami komandag "evalf':

Jei sprendinius gauname RootOff pavidalu, juosn apytiksliai apskai ¢iuosime
naudodami komanda evalf:
> solset := {solve(z~5 +(1+I)*z +5*xI, z)}:

‘Sprendiniai‘ = solset;
pts := map(w->[Re(w),Im(w)], solset):
plot(pts,

style=point, symbol=circle,
scaling=constrained, color=red,
labels=[* x4,y ‘1,
view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]);

VVVVVYVYV

Sprendiniai = {RootOf(_Z° + (L + 1) _Z +51, index = 1),
RootOf(_ Z° +(1+1) Z +51, index = 2),

RootOf(_Z° + (1 +1) Z +51, index = 3),
RootOf(_Z°+ (14 1) Z +51, index = 4),
RootOf(_Z° + (1 +1) _Z +51, index = 5)}
2]
Y 17
-2 -1 0] 1 2
] X
_1{
2

> evalf(solset);



{—1.19872968985837 — 0.448712697377034 I,
—0.908869507386465 + 1.07542529543075 I,
—0.0850322880474402 — 1.30403624881022 1,
0.857380430484718 4 1.20481621974755 1,
1.33525105480755 — 0.527492568991053 I}

Kompleksiniu skaiciu matricine interpretacija

> with(linalg)

Vieneta algebrinéje kompleksinio skai¢iaus iSraiskoje kei¢iame vienetine
matrica, o menamajj vieneta - matrica M:
> M:=matrix(2,2,[ 0,-1,1,01);

w8 3]

> E:=Matrix(2,2,shape=identity);

e [4 0]

-1 0
0 -1
Taigi, M elgiasi kaip menamasis vienetas. Pastoviosios matricos tapatinamos
su vektoriy erdvés tiesiniu atvaizdavimu:

> multiply(M,M);

> V:=vector([u,v]);

V= [u, v]
> multiply(E,V);
[u, v]
> multiply(M,V);
[—v, u]

Matome, kad E nekei¢ia vektoriaus, o M pasuka jj 90 laipsniy kampu pries
laikrodzio rodykle.

Uzdaviniai.

1. Suraskite kompleksinio skai¢iaus (1-2*1)~3/(5+1I) algebrine forma, poling ir
rodikline formas, realiaja ir menamaja dalis, jungtinj kompleksinj skaiciy: .

2. Suraskite lygties 2® — 3 z + 3 = 0 sprendinius ir atvaizduokite grafiskai.



3. Matricos, determinantai. Atvirkstiné matrica. Tiesiniy
lygciy sistemy sprendimas.

Matricos uzraSymas MAPLE

MAPLE matricas galima uzrasyti (uzduoti, jvesti) keletu budy. Apibudinsime
pagrindinius i§ jy. Pirmiausiai aktyvuojame linalg paketa:
> with(linalg):

Galime uzra8yti matrica iSvardindami visy jos eiluc¢iy elementus:

> A:=matrix( [ [1,2,3],[2,8,5],[3,0,10] 1 );

1 2 3
A=12 8 5
3 0 10

Arba i8vardindami visus matricos elementus paeiliui, pries tai nurode matricos
formata:

> A:=matrix(3,3,[1,2,3,2,8,5,3,0,10]);

1 2 3
A=12 8 5
3 0 10

Galime apibrézti matricos elementus kaip ty elementy indeksy funkcijas, pries
tai nurode matricos formata:

> Bi=matrix(3,3,(i,j)->(i+j)~j);

2 9 64
B:=| 3 16 125
4 25 216

Jei norime esamoje matricoje pakeisti vieng jos elementa, tai galime padaryti
Sitaip:
> A[2,3]:=-8: A=evalm(A);
1 2 3
A=1]2 8 -8
3 0 10

Vienetine matrica patogu apibreézti identity komandos pagalba:



> E:=Matrix(4,4,shape=identity);

FE =

S oo
o o= O
o= O O
_ o O O

PASTABA: Zodis Matrix komandoje butinai raSomas didZiaja raide.

Matricas, kuriy visi elementai vienodi, patogu uzrasyti Sitaip:

> A:=matrix(2,5,1);
1 1 1 1 1
A= [ 11111 ]
Matrica, kurios elementai atsitiktiniai skaiciai, galime generuoti komandos
randmatrix pagalba:

> B:=randmatrix(2,5);
s [0 8T =56 0 62
o 97 -73 —4 —-83 -10

Sklaisteliuose nurodéme matricos formata.
Matricy veiksmai
Matricy suma uzraSoma taip pat, kaip skaic¢iy suma:

> C:=A+B;
C=A+1B

Komanda evalm suskai¢iuoja matricos elementy reikSmes (analogiskai, kaip
komanda evalf - skaliariniy dydziy reikSmes):

> F:=evalm(%);

-93 88 —55 1 -61

Fi=1 935 _79 _—3 —s2 -9

Transponuota matrica randama komandos transpose pagalba:



> Btr:=transpose(B);

—94 97
87 =73
Btr:=| —56 —4
0 —-83
—62 -—10
Matricos ranga apskai¢iuojame naudodami rank komandas:
> rank(B);
2
> rank(A);
1

Raskime atsitiktinés matricos treciaji laipsnj:

> A:=randmatrix(5,5);

62 —82 80 —44 71
—-17 =75 —-10 -7 —40
A= 42 =50 23 75 —92
6 74 72 37 —23
87 44 29 98 —23
> ‘A~3‘=evalm(A~3);

1254309 —619634 1993294 181513 349738

—116825  —66361 —560888 175777 —246637

A8 = 340863 —450140 —432072 764033 —840555
—503026 253734 179775 —496828 162154

940656 —663012 683056 842423 —694216

Naudojome tg patj kélimo laipsniu simbolj =, kurj naudojame skaliariniy
dydziy atveju. Bet kurias suderinamas matricas dauginsime naudodami
simbolj &* :

>  G:=evalm(F&*A);

G —14873 1166 —11282 —6590 —3683
T 5899 —8950 2326 —7949 12207

arba komanda multiply:
> multiply(F, A);

—14873 1166 —11282 —6590 —3683
5899 —8950 2326 —7949 12207

multiply komanda leidzia iskart sudauginti ir didesnj negu 2 dauginamuyjy skai
¢iy:



> multiply(F, A, transpose(G));

406841798 —116987930
—116987930 332508427

Matricg dauginame i3 skai¢iaus naudodami jprasta daugybos simbolj *:
>  ‘BxA¢:=evalm(5*A);
310 —410 400 —220 355
-85 —375 —50 —35 —200
SxA:= 1| 210 —250 115 375  —460
30 370 360 185 —115
435 220 145 490 —115

Kvadratinés matricos determinantg apskaic¢iuojame komandos det pagalba:
> ‘Matricos A determinantas‘:=det(A);
Matricos A determinantas := 769100325

Atvirksting matrica randame suinverse komanda:
>  ‘pAatv‘:=inverse(A);
[ 6619832  —21625328 3368727  —5012519 7061287 17
769100325 153820065 36623825 153820065 109871475

—31103 —10215103 1424117  —1396114  —3416327
769100325 153820065 36623825 153820065 109871475
488357 894694 —122173 478057 228548

Aatv =

1563820065 30764013 7324765 30764013 21974295
—7084307 26845208  —4203452 5132669 10303012

769100325 153820065 36623825 153820065 109871475
—708601 6227434 —3213608 1084082 2439316

L 256366775 51273355 36623825 51273355 36623825

Nepamirgkime, kad tik reguliari matrica (tokia, kurios determinantas nelygus
nuliui) turi atvirkstine. Patikrinsime, ar tikrai gautoji matrica Aatv yra
matricos A atvirkstiné matrica:

> evalm(Aatv&x*A);

oo oo+
oo o~ O
OO = OO
o= O OO
o O oo

Vektoriai

Vektoriams uzraSyti galime naudoti komanda vector:



> vector( [5,4,3,2] );
[57 47 3’ 2]

Jei visos vektoriaus komponentés vienodos, galime nurodyti tik vektoriaus
matavima ir komponenciy verte:
> vector(5, 7);
[7,7,7,7,17
Galime vektoriaus komponentes uzrasyti kaip komponené¢iy indeksy funkcijas:

> f X -> 6-X:
> v vector(4, f);

v:=1[5,4, 3, 2]

Matome, kad Sitokiu budu usraséme pirmajj nagrinétajj vektoriy. Norimas
vektoriaus komponentes galime gauti taip:
> v[1],v[4];
5, 2

Tiesinés lygciy sistemos

Panagrinékime keleta tiesiniy lygéiy sistemy sprendimo budy. Tegul pavyzdziu
buna sistema

55X + 8y -3z =21
3x + 11y +4z = 13

X + dy - bz = 12

Sistemos matrica A yra:
> A:=matrix([ [5,8,-3]1,[3,11,4],[1,5,-511);

5 8 =3
A=|3 11 4
1 5 =5

Desiniyjy lygciy pusiy reiksmiy vektorius B toks:
> B:=[21,13,12];
B =21, 13, 12]

Nezinomy kintamyjy vektorius X:



> X:=[x,y,zl;
X =[xz, v, 7]
Sistemag galima uZraSyti matriciniu pavidalu AX=B:
>  evalm(A&*X)=B;
brx+8y—3z3x+1ly+4z, x+5y—>5z] =21, 13, 12]

Panagrinékime tris tiesiniy lygciy sistemy sprendimo budus.

I budas. Naudojame komandg linsolve, kuri sprendzia sistemg AX=B:

> X:=linsolve(A,B);
X :=[2, 1, —1]

IT budas. Sistema sprendziame atvirkstinés matricos metodu, sprendinj
gauname pavidalu X=A"(-1)&*B:

> Atv:=inverse(A);

5 -5 13

47 47 47
A | 2920 20
235 235 235
—4 17 =31

235 235 235
> X:=evalm(Atv &* B);

X:=[2,1, —1]

ITI budas. Sistema sprendziame Gauso ir Zordano metodu. Sudarome
iSpléstaja sistemos matrica, naudodami komanda augment:

> AB:=augment (A,B);

5 8 =3 21
AB:=| 3 11 4 13
1 5 =5 12

ir naudojame komanda gaussjord:



> G_J:=gaussjord(AB);

100 2
G J==]|010 1
00 1 -1

Sistemos sprendinio X komponentes matome paskutiniame Sios matricos
stulpelyje. Akivaizdumo délei stackmatrix komandos pagalba galime §ia
matrica papildyti nezinomyjy eilute:

> GJ:=stackmatrix([[x,y,z,b]]1,G_J);

b
2
GJ = 1

OO~ 8
o oW
= O O W

-1

Tada turime raidémis x,y,z paZymeétus atitinkamus nezinomuyjy koeficienty
stulpelius. Tada akivaizdziai matome, kad sistema, ekvivalenti pradinei, kurios
atrodo taip:

x =2,y = 1,z = -1 (jos Gauso-Zordano matrica pavadinta GJ).

)

Kitas pavyzdys:
> with(linalg):
> Ar=matrix( [ [1,-1,1,11,[2,-1,-1,1],[1,-2,4,2] 1 );

1 -1 1 1
A=|2 -1 -1 1
1 -2 4 2
> B:=[2,3,1];
B =23, 1]
> AB:=augment (A,B);
1 -1 1 1 2
AB:=|2 -1 -1 1 3
1 -2 4 2 1
> G_J:=gaussjord(AB);
1 0 -2 0 0
G Ji=|01 -3 -1 0
0 0 0 0 1

Paskutiné matricos eiluté atitinka lygtj 0¥x1+0*x2+0*x3+0%*x4=1. Si lygybe
negalima, vadinasi, sistema sprendiniy neturi.



Dar vienas uzdavinys: raskite visus lygéiy sistemos
x1 + 2*x2 + 1*x3 + 2*x4 - x5 = 2,
3*x1 - 2%x2 - 5*x4 - x5 = -2,
-2*x1 + 3x2 + *x3 - 4*x4 = 3,
sprendinius.
> S:=matrix( [ [1,2,1,2,-1]1,[3,-2,0,-5,-11,[-2,3,1,-4,0]1 1 );

1 2 1 2 -1
S = 3 -2 0 -5 -1
-2 3 1 4 0

\Y
w
I

[2,-2,3];
B:=12, -2, 3]
> X:= linsolve(S,B);
Xio=[t,1-11_ty,2 ¢, +37 ty, ty 3 t, +17 _t]
Gia tl, t2 - bet kokie realus skaiciai. Patikrinkime, ar gautasis vektorius X
tikrai tenkina sistem:

> Patikrinimas:=evalm (S &* X)=B;
Patikrinimas := [2, =2, 3] = [2, —2, 3]
Kaip matome, X tikrai yra duotosios sistemos sprendinys. Kadangi sistema
turi be galo daug sprendiniy, X vadiname - bendruoju sistemos sprendiniu.

UzZdaviniai
-5 -7 6 1
4 -3 2 2

1. Apskaic¢iuokite matricos A := 6 6 —4 —6 determinanta.
4 5 5 3
Raskite atvirkstine matrica. Patikrinkite rezultata.
-1 -3 -1
2. Duota matrica A:= | —2 3 =3 | ir vektorius B := [—13, 8, 19].
-1 5 -1

Isspreskite lygciy sistema AX = B jvairiais budais. Jei sprendinys vienintelis,
pakeiskite uzdavinio salyga taip, kad sistema turéty be galo daug sprendiniy.

4. Kvadratinés formos

n kintamyjy x1,x2 .... xn kvadratine forma vadiname reiskinj:
Q( x1, x2, ... , xn ) = sum(aij*xi*xj, i,j=1..n),
(aij = aji),i,j = 1,...,n



Akivaizdu, kad kvadratiné forma vienareikSmiskai apibréziama simetriska
(aij = aji) matrica

A=(aij), i,j=1..n.
Matricos simetriskumo salyga galime uzrasyti tokiu pavidalu:

aij = (aij + aji)/2,

Jei x pazymésime vektoriy x=(x1, x2, ... ,xn), o x’ - jo transponuotaji
vektoriy, tai kvadratine forma galime uzraSyti taip:
Q( x) = x’Ax,

ia simbolis &* Zymi matricy daugyba. Arba

Q(x) — (xA),

Gia skliaustai reiSkia juose esanciy dviejy vektoriy: x ir A&*x skaliarine
sandauga.

Simetriska matrica A diagonalizuoja ortogonalioji matrica P, t.y. tokia
kad jos atvirkstiné matrica lygi jos pacios transponuotajai matricai:

P'P=E,

kurE - vienetiné matrica. Taigi, jei pazymésime DA matricos A
diagonalizuotaja matrica (t.y. jos Zordano forma), tai

DA—P’AP,
o matricos
D=(djj), i=1..n,
elementai, kurie néra pagrindinéje jstrizainéje, lygus nuliui:
dij=o, i=/j.

Tiesigkai transformuojant erdve matricos P pagalba: X=Py, kur
y=(y1,y2,...,yn), kvadratiné forma Q(x) igyja diagonalinj pavidala DQ(y):

DQ(y):=y'DAy=(y,DAy).

Tada, suprantama, ji lygi:

DQ(y)=sum(dii*yi~2); i=1..n,

ir dalis démeny Sioje sumoje gali buti lygus nuliui.



Nenuliniy démeny diagonaliniame (kanoniniame) kvadratinés formos Q(X)
pavidale DQ(y) skai¢ius vadinamas kvadratinés formos Q(X) rangu.
Teigiamy démeny skai¢ius vadinamas formos signatura. Forma Q(X)
vadinama teigiamai (neigiamai) apibrézta , jei visi matriccos DA
elementai teigiami (neigiami). Kitais atvejais sakome, kad Q(X) yra
neapibrézto Zenklo kvadratiné forma.

Taigi, kadangi
(x,A%)=Q(x)=DQ(y)=(y:DAy), jeix=Py,

teigiamas formosQ(X) apibréztumas reiskia, kad bet kokiam nenuliniam
vektoriui x skaliariné sandauga

(x,Ax)

nelygi 0.

> restart;

> with(linalg): with(plots): with(plottools):

1. Tarkim, turime dviejy kintamyjy kvadratine forma Q(x)= 3*x[1]|~2
- 2%x[2] 72 -12*%x([1]*x[2]:

> Q:=3*x[1]"2-2%x[2]~2-12*x[1]*x[2] ;X:=[x[1],x[2]]; N:=nops(X);

Q:=3x12 2192 — 1221 29
X = [x1, x2]
N :=2

Sudarome §itos kvadratinés formos matrica:
> A:= matrix(2,2,[[3,-6],[-6,-2]11);

A= 3]

Rasime jos tikrinius vektorius x ir tikrines reikdmes X (tenkinancius
lygti Ax = Ax)
> lambda;

A
> Tikrinis_vektorius := [eigenvectors(A)];
3 -3
Tikrinis _vektorius = [[—6, 1, {[1, 2} H, 07,1, {[2, 1] HI

Normuojame tikrinius vektorius (pakei¢iame juos lygiagreiais pradiniams
vienetinio ilgio vektoriais) normalize komanda :

> v1 := normalize(Tikrinis_vektorius[1][3][1]);
> v2 := normalize(Tikrinis_vektorius[2][3][1]);

L l\/ﬁﬂ 3\/ﬁ\/1]

13 26



) 3V13V4 V13V4
v2 = |—
26 7 13
augment komandos pagalba konstruojame matrica P, kuri diagonalizuoja
A:

> PA := augment(vl,v2);

VBVI  3VB3vVi

A 13 26
3V13vV4 V134
2 13

Tada P’AP=DA:
> DA := simplify(evalm(transpose(PA) &* A &x* PA));

-6 0
pa [0 0]

Isitikiname, kad PA - ortogonali matrica:
> evalm(transpose(PA)&*PA) :simplify (%) ;

o 1]

Randame diagonalizuotaja kvadratine forma;:
> Y:=[y[1]1,y[2]1]1;

Y = [y1, yz]
> DQ:=evalm(transpose(Y)&*DA&*Y) ;

DQ = 611> + Ty,?
Akivaizdu, kad kvadratiné forma yra neapibréZto Zenklo, jos rangas 2, o

signatura lygi 1. Patikrinkime, ar keitinys X=PAY kanonizuoja kvadratine
forma Q:

>  evalm(X=PA&*Y) ;

1 3 3 1
fr1, xd = ﬁmﬂyl—%mﬂyz, %m\/zlszrE\/ﬁ\/iyz

> K:=[seq(x[k]=rhs(%) [k],k=1. .nops(X))];

1 3 3 1
Ki=n=13 V13V4y — %\/13\/13127 2= o5 V13Vay + Tg\/13\/1y2]
> subs(K,Q) :expand (%) ;
—631% + 7 yo?
Naudodami implicitplot nubrézkime ir palyginkime kreives Q = 1 ir DQ
=1:

> implicitplot(Q=1,x[1]=-2..2,x[2]=-2..2,scaling=constrained);



implicitplot(DQ=1,y[1]=-2..2,y[2]=-2

..2,scaling=constrained) ;

N

Tokiu budu galime jsivaizduoti kaip tiesiné transformacija X — P&*Y
paveiké erdve.

2. Tarkime, jog turime trijy kintamyjy kvadratine forma:
> restart:with(linalg):
>

Q:=x[1]~2+x[2] ~2+5*x[3] ~2-6*xx[1]*x [2] -2*x [1] *x [3] +2*x [2] *x [3] ;



Q= 3712 +.T22 +5$32 —6x120 — 22123+ 22223
Pazymime kintamuosius
> indets(Q) :X:=sort(convert(%,list)) ;N:=nops(%);
X = [x1, T2, x3]
N :=3

ir randame kvadratinés formos matrica A:
> A := hessian(Q/2,X);

1 -3 -1
A= -3 1 1
-1 1 )

Kadangi simetriné matrica A diagonalizuojama, jos diagonalusis pavidalas
sutampa su jos Zordano pavidalu. Todél galime kvadratinés formos matri-
cos A diagonaliojo pavidalo DA ir diagonalizuojanc¢iosios matricos P ieskoti
naudodami jordan komanda:

> DA := jordan(A,R);

DA =

O O N
S w o
oS O O

Jei mums reikia tik kanoninio kvadratinés formos Q pavidalo, ji galime gauti
taip:
> Y:=[yl|(1..nops(X))];evalm(transpose (Y)&*DA&*Y) ;
Y= [y1, y2, y3]

—2y1% + 3922 + 693>
Jei mums reikia kvadratinés formos kintamuyjy keitinio, kuris kanonizuoja
forma, randame diagonalizuojan¢ia matrica R:

> print(R);

11
2 3 6
1 -1 -1
2 3 6

1 -1
0 — -

3 3

Naudodami col komandg iSskiriame matricos R vektorius-stulpelius:
> v:=[col(R,1..N)];

I S i Lt Yl

T 333 (60 6 3

GramSchmidt ir normalize komandomis randame ortonormuotaja vektoriy
erdveés baze:



> GramSchmidt (v,normalized) ;

[ (3o S]]
27 ’ 317

37 37

2 27 6 6 3

ir i§ bazés vektoriy sudarome ortogonaligja matrica P:
> P:=transpose(matrix(N,N,%)) ;orthog(P);

[v2 V3 V6
2 3 6
pi—| Y2 _V3 V6
2 3 6
0 V3 W6
L 3 3 4
true

Apibréziame keitinio kintamuosius
> Y:=[yll|(1..nops(X))];
Y= [yl, y2, y3]
ir apibréziame keitini K=PY:
>  evalm(X=P&*Y) ;
V2yl N V3y2 N V6y3 V2y1  V3y2 V6y3 V3y2 V6y3
2 3 6 ' 2 3 6 ' 3 3
> K:=[seq(x[n]=rhs(%) [n],n=1..N)];
_x/§y1+\/§y2+\/5y3 _V2y1 VBy2 V6ys . _\/§y2_\/€y5’}
T2 3 6 72 3 6 70 3 3
Isitikiname, kad $is keitinys kanonizuoja kvadratine forma Q:
>  simplify(subs(K,Q));
—2y1% +392% + 693>

EEla T2, £L’3] =

K = [iCl

éitaip galime rasti teoriskai bet kokio kintamuyjy skai¢iaus kvadratin és formos
kanoninj pavidala.

3. Raskime kvadratinés formos diagonalinj pavidalag Lagranzo
metodu.

> restart:with(linalg) :with(student):

Tarkime, kad musy kvadratiné forma tokia:
> Q:=3%x1"2+3%x272+3*%x372-2*%x1*x2-2*x1*x3+2*x2*x3;

Q=321 +322%+323% —2x1 22 —2x1 23 + 22223



completesquare komanda isskiriame kvadratinéje formoje pilna kvadrata
kintamojo x1 atzvilgiu:
> completesquare(Q,x1);

2  z8 8122 412228 815>
1 - = = 2
3(z 3 3) + 3 + 3 + 3

Darome tg patj likusioje kvadratinés formos dalyje kinatmojo x2 atzvilgiu:
> op(1,%)+completesquare(%-op(1,%),x2);

x3
2  x8 8(z2 + 7)2 5132
3zl — — — — 2 4 +
3 3 3 2

Naujieji kvadratinés formos kintamieji - pilnyjy kvadraty pagrindai:
> indets(%,anything~2);
> {yl=op(1,%[1]),y2=0p(1,%[2]),y3=0p(1,%[31)};
> K:=solve(%,{x|1(1..3)});

3 z2 3
32 2 N2 1_7_72
8 2 x8
1 = = - —r] -2 _
{y x3, y2 = 12 + 4,y3 z 3 3}
1 2 1
K::{$1:y3+fy4 +fy372?2=y2—*y4,$3:y1}

Pakeite kintamuosius randame kanoninj kvadratinés formos pavidala:
> subs(K,Q):simplify (%) ;

5y12  8y2?
3ys?
R
Pavyzdys formos, kurios rangas mazesnis uz jos kintamyjy skaiciy
> A3:=matrix(3,3,[1,2,3,2,0,2,3,2,5]);

> X:=([x,y,2z]);

X =[x, y, 2|
> Q3(X) :=expand(evalm(transpose (X)&*A3&*X)) ;

Q3([x, y, 2]) i=a® +dzy+6x2+4yz+52°

> DQ3:=jordan(A3,P);

0 0 0

DQ3:=| 0 3—-+v21 0

0 0 3++v21

> print(P);



[ 1 V2l 1 V21T 1]
3 w3 T3
1 Vel o1 V211
3 14 6 14 6
-1 V2l o1 V211

L3 "2 te 2 el

Kvadratinés formos kanoninis pavidalas:
> X1:=([x1,y1,z1]);
X1 :=[z1, y1, 21]
> multiply(transpose(X1),DQ3,X1);

y12 (3 —V/21) + 212 (3 +V/21)

Matome, kad jos rangas lygus 2.

UzZdaviniai.

1. Duota kvadratiné forma 322 — 242 + 15 22 — 65 2z. Raskite jos kanoninj
pavidala, ranga, signatura. UzraSykite diagonaline matrica ir ortogonalia
diagonalizuojancia matrica. Patikrinkite jos ortogonaluma. Nustatykite
kvadratinés formos apibr éztuma. Isitikinkite diagonalizuojancios
transformacijos pasirinkimo teisingumu

2. Tg patj padarykite su kvadratine forma
Q = —4$12 +2£C22 - 51’32 +2.’E1 ) —3.%1 I3 +5.’£2(E3.

3. Sukonstruokite kvadratine forma, kurios rangas mazesnis uz kintamuyjy
skai¢iy. Nubrézkite kreives (pavirsius), kuriy taskuose kvadratiné forma jgyja
pastovias reikSmes.



