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Pratybos

1. Irodykite, kad Q yra skaiti aibé.
2. Pateikite pavyzdj aibés S C R, kuri néra nei atviroji, nei uzdaroji.

3. Turime aibe S = {z1,z2,...,z,} C R. Istirkite ar $i aibé yra
a) atviroji;  b) uzdaroji; c¢) kompaktiska.

4. Naudodami intervalo dalijimo pusiau metoda (7r. Bolcano-Vejerstraso
teoremos jrodyma) sukonstruokite seka {x, }, kuri konverguoja j aibés (0, 2)
tikslyjj virsutinj rézj.

5. Sukonstruokite seka {z, }, kuri konverguoja i aibés
1 1 3 5 7
S = {_a a) A = _}
3" 247 9
tikslyjj virsutinj rézj.

6. Irodykite, kad funkcija f(x) = 1/z yra tolydi, bet néra tolygiai tolydi
intervale (0,1).

7. Patikrinkite, kad funkcija
N
dl(x’y):Z|xj_y]|, x’yGRN
j=1

apibrézia metrika vektoriy erdvéje RY. Jrodykite, kad § metrika yra ekvi-
valenti metrikoms ds ir do.

8. [Irodykite, kad funkcijos

\x—y\ 0, =y,
x, = ———  dp(x, =
dM( y) 1 ‘ y! D( y) 1 aty

apibrézia metrikas realiyjy skaic¢iy erdvéje R, bet jos néra tarpusavyje ekvi-
valencios (ir nekvivalencios metrikai dy).
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Tirdami ar funkcijai dys(x,y) teisinga trikampio nelygybés aksioma,
pasinaudokite tuo, kad funkcija f(z) = /(1 4+ z), * > 0 yra didéjanti.
Tada gauname tokius jvercius

lz —y |z — 2| + |z — 9] |z — 2| |z —yl
l+jz—yl “1+jz—z2|+|z—yl ~ 1+|x—2 1+4+|z—y|

9. [Irodykite, kad zr = x metrikoje d; tada ir tik tada, kai zp = =
metrikoje djps, nors Sios metrikos ir néra ekvivalencios.

10. Irodykite, kad funkcija

1
d(f,g) = /0 (@) - ()| du

apibrézia metrika aibéje B[0,1], bet naujoji metrika néra ekvivalenti toly-
giajai metrikai

d(f,g) = tzl[l%} If(t) —g®)|, f,g€Cla,b].

11. Plokstumoje R? pavaizduokite rutulius, atitinkanc¢ius metrikas d;, do
ir deo.

12. Tarkime, kad aibés Ag, kK = 1,2,... yra atvirosios. Irodykite, kad
baigtiné atviryjy aibiy sankirta N7_; Ay ir bet kurio skaic¢iaus atviryjy aibiy
sajunga U2, Ay yra atvirosios aibés.

13. Tarkime, kad aibés A, kK = 1,2,... yra uzdarosios. Irodykite, kad
baigtiné uzdaryjy aibiy sajunga U}_; A, ir bet kurio skaiciaus atviryjy aibiy
sankirta N2 A yra uzdarosios aibés.

14. Tarkime, kad A C T C X. Jrodykite, kad

o) ACT, b A=A

15. Metrinés erdvés (R, d) aibei A = [0, 1) raskite aibes A, A, 0A.
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16. Irodykite, kad teisingi tokie teiginiai:
a) diam (A) = 0 tada ir tik tada, kai aibéje A yra tik vienas elementas;
b) jei A C B, tai diam (A) < diam (B);

c¢) diam (Sy(x)) = diam (B, (z)) < 2r.

17. Imkime metrine erdve (N, d), kai metrika apibrézta taip (patikrinkite
kad si funkcija tikrai apibrézia metrika)

d(x’y):’m.T_yy‘? x’yEN'

Ar sekos

a) 1,2 3 4, ...
b) 2,1, 4,2 6, 3,...., 20, n, ...
c) 1,2, 1,3, ..., 1, n, ...

yra Kosi sekos?

18. Irodykite, kad atvaizdis f : X — Y yra tolydus tada ir tik tada, kai
kiekvienos atvirosios aibés A C Y pirmvaizdis f~1(A4) C X yra atviroji aibé.

19. Irodykite, kad atvaizdziai F': C[0,1] — R yra tolydus ervéje C[0, 1]

a) F(v)=v(0), veC0,1].
b) F(v) = max |v(t)], v e CI0,1].

0<t<1
1
¢) Flv)= / sin (v(t)) dt, v e C[0,1].
0
20. Ar atvaizdziai F : C[0,1] — C]0,1] yra tolydus:

/tv(s) ds, wveC|0,1].
0

a) F(o)(t) =
1
b) F(v)(t) = /0 sin(t — s)v(s)ds, v e CJ0,1].
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1

21. Sukonstruokite siy aibiy e-tinklus, kai ¢ = i, £ = 1ip

a) Ky = {(z,y): |z| <1, [y <1} CR?

b) Ko = {(,y) : 2?42 = 1} C R?

n
o) K3 = {(z1,22,...,2y) : in <1} CR",
k=1

22. Kada aibé A C X yra kompaktiska diskreCiojoje metrikoje

0, z=y,
d(z,y) = . L
, T FEY.

23. Kada Sios aibés yra reliatyviai kompaktiskos metringje erdvéje C[0, 1]:

a)Alz{at—i—b, ae[O,l],bE[O,l]},
b)AQZ{tn, ’I’LEN},
c) Az = {sin(nt), neN}, d)Ay={sin(n+t), neN}.

24. Parodykite, kad tiesinés erdvés elemento x priesingas elementas (—x)
tenkina sarysj
(—z)=—-1-x.

25. Nagrinékime n-mate tiesing erdve R", jos elementai-vektoriai
X = (x1,22,...,2,) € R". Apibréziame tokias normas (patikrinkite, kad
jos tenkina visas 3 aksiomas):

n 2 n
I = g bl 1= (0] 1ol =Y
1= 1=

Irodykite, kad Sios normos ekvivalencios, t.y. suraskite atitinkmas konstan-
tas my, mao.

26. Irodykite, kad tiesinio operatoriaus A vaizdas R(A) ir nuliné aibé
N(A) = {xz: Az = 0} yra tiesiniy erdviy Y ir X poerdviai.



2.3. LEBEGO ERDVES 7

26. Tegul Q@ C R™. Patikrinkite, kad tolydziyju funkcijy aibé C(Q) su-
daro tiesine erdve, kai elementy suma ir sandauga i$ skaliaro apibréziama
iprastiniu budu:

1) (f+9)(2) = flz) +9(z), z€Q
2) (af)(z) =af(z), =z
27. Nagrinékime poaibius X, X C R3:
1)X:{x: x = (r1, 22, 0), xl,xge]R},
2)32:{.%’: 1':(1'1,1'2, 1), .%'1,1‘2€R}.

Irodykite, kad X yra tiesinis poerdvis, o X néra tiesinis poerdvis.

28. [Jrodykite, kad tiesinéje erdvéje C[0,1] funkcijos {1,z,22,...,2"} yra
tiesiskai nepriklausomos.

29. Kada aibé
X={f: fecCp1], f0)=a}

yra tiesiné erdveé?

30. Irodykite, kad diferencialinés lygties
u'(z) +u(z) =0

tolydziyjy sprendiniy aibé sudaro tiesine erdve.

—Q

31 uzdavinys. Funkcija f(z) = 2%, «a > 0 apibrézta intervale (0,1).

Rasime, kada f(z) € L,(0,1), p > 1.



