48 1 SKYRIUS. METRINES ERDVES

1.9. Tolydieji ir susitraukiantieji atvaizdziai

Sioje paskaitoje apibendrinsime svarbias funkcijy savybes, i$nagrinétas
matematinés analizés paskaitose. Parodysime, kaip Si teorija naudojama
sprendziant netiesines ir integralines lygtis.

1.9.1. Tolydieji atvaizdziai

28 apibrézimas. Tarkime, kad turime metrines erdves {X, dx } ir {Y, dy }.
Imkime aibe Xy C X. Atvaizdis f: X9 — Y yra tolydus taske zy € Xy, jei
kiekviena € > 0 atitinka 6 = d(e, ), kad

dy (f(z), f(wo)) <& suvisais z € Ss5(z0) N Xo.

Atvaizdis f : Xg — Y vadinamas tolydziuoju, jei jis tolydus kiekviename
aibés X taske. Atvaizdis f vadinamas tolygiai tolydziu, jei d(e,zg) ne-
priklauso nuo xg, t.y. toks pat 6 = d(¢) yra tinkamas visuose aibés X
taskuose.

Pavyzdziui, funkcija f : (0,1) — R, f(x) = 1/ yra tolydi, bet ne
tolygiai tolydi intervale (0, 1).

1.5 lema. Tegu f : X9 — Y yra tolydus atvaizdis. Tada teisingi tokie
teiginiai:

a) Jei {x,} C Xo — Kosi seka, tai {f(x,)} CY irgi yra Kosi seka.

b) Jei z,, = = € Xo, kai n — oo, tai f(z,) = f(7). Si teiginj uzrasome
ir taip

n— o0

Irodymas. Abu teiginiai jrodomi labai panasiai, todél pateiksime tik antrojo
teiginio iSsamig analize. Kadangi f tolydus atvaizdis taske Z, todél kiekviena
e > 0 atitinka § = (e, z), kad

dy (f(z), f(Z)) <e suvisais x € S5(z) N Xo.

Seka x, = T, kai n — oo, todél egzistuoja toks Ny, kad su visais n >
Nj teisingas jvertis dx (mn,i) < 0, ty. x, € Ss(x). Is siy dviejy jverciy
gauname, kad

dy (f(xn), f(Z)) <e kai n > N,

taigi f(z,) = f(Z) metringje erdvéje Y. O

Dabar tirsime atstumo funkcijy tolyduma.
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1.6 lema. Fiksuokime metrinés erdvés (X,d) taska a € X ir apibrézkime
funkcija
f: X=R, f(x)=d(z,a).

Funkcija f yra tolygiai tolydi.

Irodymas. Lemos teiginys seka i metrikos trikampio nelygybés aksiomos

[f(x) = f(y)| = d(z,a) — d(y, a)| < d(z,y),

nes tada gauname, jog |f(x) — f(y)| < ¢, kai d(z,y) < e. Taigi galime imti
& = ¢ ir Sis pasirinkimas nepriklauso nuo x,y. [J

Be jrodymo pateiksime dvi teoremas, kuriose suformuluotos butinos ir
pakankamos salygos, kad atvazdis buty tolydus. Kiekviena is Siy salygy
gali buti naudojama kaip alternatyvus atvaizdzio tolydumo apibrézimas.
Beje, jvairiuose vadovéliuose autoriai apibrézia tolyduma imdami skirtingas
(bet ekvivalendias) salygas, tokiu atveju musy pasirinktas apibrézimas jau
irodomas kaip butinoji ir pakankamoji atvaizdzio tolydumo salyga.

1.17 teorema. Atvaizdis f : X — Y yra tolydus taske g € X tada ir tik
tada, kai kiekvienai konverguojanciai j xo sekai {x,} C X riba

lim f(zn) = f(x0)-

n—oo

1.18 teorema. Atvaizdis f : X — Y yra tolydus tada ir tik tada, kai
kiekvienos atvirosios aibés A C Y pirmvaizdis f~1(A) C X yra atviroji aibé.
1.9.2. Susitraukiantieji atvaizdziai

29 apibrézimas. Atvaizdis f: X — X vadinamas susitraukian¢iuoju, jei
egzistuoja toks skaic¢ius 0 < g < 1, kad

A(f(2), f(y)) < qd(,y) suvisais o,y € X,
Taskas x € X, su kuriuo z = f(x), vadinamas atvaizdzio f nejudamuoju
tasku.
Labai svarbias pakankamas salygas, kada egzistuoja vienintelis neju-

damasis taskas suformulavo lenky matematikas S. Banachas.

1.19 teorema. Tarkime X — pilna metriné erdvé. Jei atvaizdis f : X — X
yra susitraukiantysis, tai
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a) egzistuoja vienintelis nejudamasis atvaizdzio f taskas x.;
b) su kiekvienu z¢ € X paprastuyju iteraciju seka {x,}
Tn = f(Xp-1), n=1,2...

konverguoja j x,, konvergavimo greitj jvertiname nelygybe

n

d(:vn,x*) < 1—¢

d(o, f(z0))-

Irodymas. Irodysime, kad {x,} yra Kosi seka. Pirmiausia jvertinsime ats-
tuma tarp gretimy sekos nariy

d(@py1,z) = d(f(zn), f(@p-1)) < qd(zp, Tp—1)
< @ d(wp_1,75-2) < ... < ¢ d(z1,m0).

Imkime n,m € N, m > n ir jvertinkime atstuma tarp bet kuriy dviejy sekos
nariy

d(xma xn) < d(xm, xmfl) + d(xmfla xm72) +...+ d(antla xn)

< (qm—l +qm—2 + ... —|—qn) d(xl,xo) < 1q_qd($1,$0).

Kadangi 0 < ¢ < 1, tai ¢" — 0, kai n — oo, todél d(x,,z,) — 0, kai
n,m — oo. Vadinasi {z,} yra Kosi seka. Kadangi X — pilna metriné
erdveé, tai egzistuoja riba lim,, ., x, = =4+ € X. Kiekvienas susitraukiantis
atvaizdis yra tolydus, todél

Ty = nh_g.lo Tn+l = nh_g)lo flan) = f(z).

Taigi =, yra atvaizdzio f nejudamasis taskas. Parodysime, kad toks taskas
yra vienintelis. Tarkime priesingai, kad egzistuoja dar vienas nejudamasis
taskas y. = f(y«) ir &« # y«. Apskaic¢iuosime atstuma tarp Siy tasky

Si nelygybe teisinga tik kai d(z«,y.) = 0, o tada i$ atstumo funkcijos viena-
ties aksiomos gauname, kad z, = y..

Artinio z,, paklaidos jvertinmas seka is jau jrodyto atstumo tarp bet
kuriy dviejy sekos nariy jvercio:

n

d(xp,ze) = lim d(zp,2m) <

im 1 _qd(wl,xo).
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Teorema jrodyta. [

Susitraukiancio atvaizdzio reikalavimas yra stipresnis uz kitg panasy
reikalavimg — kad atvaizdis buty nesiplec¢iantis:

d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Parodysime, kad tokios savybés neuztenka, kad egzistuoty atvaizdzio f neju-
damasis taskas. Norédami tuo jsitikinti, nagrinékime funkcija

Fio[Loo) = [Loo), f() :x+%.

Funkcija apibrézia nesiplec¢iantj atvaizdj, nes

1 1 T —y 1
p4——y—=| = |-y - = |(1- =) @-y)| <l -yl
€ ) Ty Ty

Taciau Sis atvaizdis neturi nejudamojo tasko, nes
1

r=fx) & —=0,
T

o §i lygtis neturi baigtinio sprendinio.

Nejudamojo tasko metoda galime apibendrinti platesnei atvaizdavimy
aibei, kai f néra susitraukiantis atvaizdis. Tarkime, kad turime atvaizdj
f: X=X, tada apibréziame atvaizdj f": X — X naudodami rekursija:

(@)= f"(f(x), kai z€X, n>1.

1.20 teorema. Tarkime X — pilna metriné erdvé. Jei egzistuoja toks n €
N, kad atvaizdis f" : X — X yra susitraukiantysis ir 0 < ¢ < 1 yra jo
susitraukimo konstanta, tai

a) egzistuoja vienintelis nejudamasis atvaizdzio f taskas x.;
b) su kiekvienu xy € X paprastyju iteracijy seka {z,}
T = f(Tm-1), m=1,2,...

konverguoja j x,, konvergavimo greitj jvertiname nelygybe

qm/n

R
d(xm’x*) - 1— ql/"

C(x(])
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Irodymas. Kadangi atvaizdis f™ yra susitraukiantis, tai is Banacho teoremos
gauname, kad egzistuoja vienintelis Sio atvaizdzio nejudamasis taskas

T = f(2y), ze X
Nagrinékime j ka atvaizdis f" atvaizduoja elementa f(x,):

Fr(f@)) = fr (@) = f(f"(@) = fla).

Taigi f(z,) irgi yra atvaizdzio f™ nejudamasis taskas. Taciau toks taskas
yra vienintelis, todél z, = f(z.), vadinasi z, yra ir atvaizdzio f nejudamasis

teoremos atveju. [J

12 pavyzdys. Tarkime, kad turime funkcija f : R — R. Metriné erdveé
(R,d), su metrika d(z,y) = |z — y| yra pilna. Tada funkcijos f nejudamojo
tasko = f(z) radimo uzdavinys yra ekvivalentus lygties

x— f(z)=0

sprendiniy paieskai. Rasime pakankamaja salyga, kad atvaizdis f buty susi-
traukiantis. Tarkime, kad funkcija f yra diferencijuojama ir

[f(@)] <a<l

Panaudoje Teiloro formule su liekamuoju nariu, uzrasytu Lagranzo forma,
gauname

[f(x) = f(y)| = (@) (x —y)| <alz—yl,

daz =x+60(y—x),0 < 6 < 1. Taigi tada atvaizdis f yra susitraukiantis ir i$
Banacho teoremos gauname, kad egzistuoja vienintelis nejudamasis taskas,
kurj galime apskaiciuoti paprastyjy jteracijy metodu.

Kai sprendziame netiesines lygtis, reikia stengtis pertvarkyti lygtj taip,
kad gautume uzdavinj apie nejudamojo tasko radima, o atvaizdis butu su-
sitraukiantysis. Imkime lygtj

z4+2lnx =0
ir ieskokime jos sprendiniy intervale [0,1]. Trivialiai gauname nejudamojo
tasko uzdavinj z = —2Inx. Apskaic¢iuokime funkcijos f(z) = —2Inzx iSves-
tine

f(z) = —%, todél |f'(z)| > 1
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ir toks atvaizdis néra susitraukiantis. Taciau ta pacia lygti galime pert-
varkyti i nejudamojo tasko uzdavinj ir kitaip

Inz = —g — z=e %2
Atvaizdis F : [0,1] — [0, 1], F(z) = e~*/? yra susitraukiantysis, nes
/ 1 —xz/2 / 1 .
F(m):—ae — |F($)|§§<1, kai z € [0,1].
Metriné erdveé ([0, 1], d) yra pilna, nes uzdarasis intervalas [0,1] C R, o R yra
pilna metriné erdvé. Todél is Banacho teoremos gauname, kad egzistuoja

vienintelis lygties sprendinys x, € [0, 1].

Integralinés lygties sprendimas. Spreskime tiesine integraline lygti

b
u(®) = A [ K(ts)uls)ds = £(0), 1< fa.b)
a
¢ia u — ieskomoji funkcija, f ir K — duotosios funkcijos, A — konstanta.
1.21 teorema. Tarkime, kad ispildytos dvi salygos:
1. f € La(a,b) , ty. [ f2(t) dt < oo;
2. Funkcija K(t,s) yra tolydi abiejy argumenty atzvilgiu.

Tada pakankamai maziems |A| < )¢ integraliné lygtis turi vienintelj spren-
dinj u € La(a,b).

Irodymas. Kadangi K (t,s) yra tolydi abieju argumenty atzvilgiu, tai ji ir
aprézta uzdaroje aibéje [a, b] X [a,b], o tada ir integruojama funkcija. Pazy-

meékime -
P? :/ / K2(t,s)ds dt < co.
Atvaizdj F : Ls(a,b) — La(a,b) apibrézkime taip
b
Fv)(t) = )\/ K(t,s)v(s)ds+ f(t), te]a,b], ve La(a,b).

Tada integralinés lygties sprendinys u(t) yra atvaizdzio F' nejudamasis tas-
kas
u=F(u), ué€ Laa,b).
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Kadangi metriné erdvé Lo(a,b) pilna, tai iS Banacho teoremos gauname,
kad toks taskas egzistuoja, jei atvaizdis F' yra susitraukiantis. Skai¢iuokime
atstumo tarp dviejy funkciju v, w € Ly(a,b) vaizdy kvadrata:

2

(d(F(v),F(w)) —)\2/ (/ K(t,s) w(s ))d5> dt
<)\2/ / Kzts)ds/a (v(s) —w(s))dsdt < A2 P (d(v,w))”.

Taigi d(F(v),F(w)) < APd(v,w) ir kai [A|P < ¢ < 1, atvaizdis F yra
susitraukiantis. [



