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1.7. Pilnosios metrinés erdvés

Konverguojancios sekos {x,, } apibrézime turime zinoti (atspéti, suformuluoti
hipoteze), kam yra lygi riba x ir tik tada galime patikrinti, ar duotoji seka
konverguoja

lim z,, = =.
n—oo

Todél labai svarbu rasti salygas, kada konvergavima galime tirti naudodami
tik informacija apie sekos elementus. Realiyju skaiciy aibéje parodéme, kad
seka {x,} C R konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra Kosi seka. Taigi Kosi
sekos savybé yra biitina ir pakankama tokiy seky konvergavimo salyga. Cia
svarbu prisiminti, kad Kosi sekos apibrézime naudojame tik informacijg apie
sekos elementus, taigi tai konstruktyvus apibrézimas.

Apibendrinsime §j apibrézimg ir sekoms bet kokioje metrinégje erdvéje

(X, d}.

25 apibrézimas. Metrinés erdveés (X, d) seka {x,} C X yra vadinama
Kosi seka, jei kiekviena € > 0 atitinka toks N, € N, kad

d(xp,Tm) < e suvisais n,m > N..

Pateiksime keleta tvirtinimy apie tokiy seky savybes.

1.12 teorema. Kosi seka {x,} yra aprézta.

Jrodymas. Sia teorema jrodome visai taip pat, kaip ir realiyjy skaiciy atveju.
Is sekos apibrézimo seka, jog egzistuoja toks N1 € N, kad

d(Tp,xm) <1 suvisais n,m > Nj.
Tada {z,} C By(zm), kur
r = max{d(x1,Tm), d(x2, Tm), .., d(xN,, Tm), 1},
taigi seka {x,} yra aprézta. O

1.13 teorema. Kiekviena konverguojanti seka {x,} yra ir Kosi seka.

Irodymas. Irodymas vél toks pat, kaip realiyjy skaiciy atveju. Jeigu seka
{z,} konverguoja, tai kieckvienam e > 0 galime rasti tokj N = N(¢), kad
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su visais n,m > N teisingi jveréiai d(zy,z) < /2 ir d(xy,,z) < /2. Tada,
pasinaudoje trikampio nelygybe ir metrikos simetriskumu, gauname jvertj

d(xp, ) < d((Xp, ) + d(x, 2) < d((2h, ) + d(Tm, ) < e
Teorema jrodyta. [

Taciau ne kiekviena Kosi seka yra konverguojanti seka, pavyzdziui pir-
moje paskaitoje sukonstravome racionaliyjy skaiciy seka, kuri yra Kosi seka,
bet nekonverguoja i joki racionaly skaiciy (ji konvergavo j realyji skaiciy v/2).

Todél svarbu isskirti tokias metrines erdves, kai Kosi sekos savybé yra
ne tik bitina bet ir pakankama sekos konvergavimo salyga.

26 apibrézimas. Metriné erdvé (X, d) vadinama pilnaja, jei kiekviena jos
Kosi seka konverguoja.

Norint jrodyti, kad Kosi seka konverguoja, pakanka jsitikinti, kad kuris
nors jos posekis konverguoja.

1.4 lema. Jei Kosi seka turi konverguojanti posekj, tai ji ir pati konver-
guoja.

Irodymas. {x,} yra metrinés erdvés (X, d) Kosi seka, todél kiekviena € > 0
atitinka toks N, kad d(zn,zn) < €, kai n,m > N.. Jei {z,, } yra konver-
guojantis Sios sekos posekis, tai imdami ng > N, gauname

d(zp,zn,) <e, kai n> N..

Jei limy_, o ,, = 7, tai gautoje nelygybéje peréje prie ribos, kai k — oo, ir
pasinaudoje atstumo funkcijos tolydumu, jrodome nelygybe

d(xn,z) <e, kai n> N..
Tada is ribos apibrézimo gauname, kad lim,,_, o x, = . [

Sia teoremy galima aiskinti ir tokia analogija: jei reikia jvertinti Techno-
matematikos grupés studenty funkcinés analizés zinias, tai teisinga atsakyma
galime gauti ir iSegzaminave tik dalj studenty, kai visy studenty zinios yra
labai panasios (t.y. grupé sudaro Kosi seka). Aisku egzaminui privalo ruostis
visi studentai (jie is anksto nezino, kuriuos studentus pasirinks déstytojas).

Pilnyjy metriniy erdviy aibé iSsiplecia, panaudojus tokj teiginj.

1.14 teorema. Jei Y yra uzdara pilnos metrinés erdvés (X,d) aibé, tai
poerdvis (Y,d) yra pilna metriné erdvé.



38 1 SKYRIUS. METRINES ERDVES

Irodymas. Tarkime, kad {z,} C Y yra Kosi seka, tada ji yra ir erdves X
Kosi seka, taigi egzistuoja riba lim, - x, = . Pagal apibrézima elementas
xr € X yra aibés Y ribinis taskas, bet aibé Y yra uzdara, todél x € Y.
Vadinasi (Y, d) yra pilna metriné erdveé. [

8 pavyzdys. Parodysime, kad teoremoje aibés Y uzdarumas yra biutina
metrinés erdvés (Y, d) pilnumo salyga. Imkime Y = (0,1) C R ir atstumo
funkcija d(z,y) = |r — y|. Zinome, kad metriné erdvé (R, d) pilna, o aibé
(0,1) atvira.

Nagrinékime seka {z, = 1/n} C Y. Parodysime, kad tai Kosi seka.
Kiekvienam ¢ > 0 pasirinkime N kaip maziausia sveikajj skai¢iy didesnj uz
1/e. Tada su visais n,m > N,

1 1

d( ) ‘ ‘< {1 1}<1<
Ty Tm) = |— — —| < max< —, — — <e.
o n  ml— n mlJ — N,

Taigi {x,, = 1/n} yra Kosi seka. Nesunku patikrinti, kad si seka konverguoja
xn — 0, bet 0 & (0,1). Vadinasi seka {1/n} nekonverguoja aibéje Y.

9 pavyzdys. Parodysime, kad metriné erdvé R? yra pilna. Priminsime,
kad sekos {X,,} C RP konvergavimas yra ekvivalentus kiekvienos koordi-
naciy sekos konvergavimui. Tarkime, kad turime Kosi seka {X,,} C RP.
Tada kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks skaicius N¢, kad su visais n,m > N;
teisingas jvertis

P
2 2
E |Tp k — T i]” < €7
k=1
IS Sios nelygybés gauname jvercius kiekvienai koordinatei
|'In,k:_xm,k|<€, kzl""’p’

todél sekos {x, 1} C R, k =1,...,p yra Kosi sekos ir jos konverguoja, nes
R yra pilna metriné erdve.

10 pavyzdys. Dabar nagrinésime sudétingesnj pavyzdj ir jrodysime, kad
¢, yra pilna metriné erdvé. Analize¢ atliksime, kai 1 < p < co. Priminsime,
kad ¢, sudaryta iS realiyjy skaiciy seky, kurioms eilute }_ |2;|P konverguoja:

X = {z;} € £, tada ir tik tada, kai Z |z |P < oo.
J
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Atstumas tarp dviejy seky X, Y € ¢, yra skaiciuojamas taip:
St 1/p
d(X,Y) = (Z]xj—yj]p> , kai p>1.
j=1

Tarkime, kad {X,, } yra erdvés ¢, elementy Kosi seka, tada kiekvienam ¢ > 0
egzistuoja toks skaicius N., kad su visais n, m > N; teisingas jvertis

oo

d(Xn,Xm) <e = Z ]mn,k — xm,k]p < P,

k=1
IS sios nelygybés gauname jveréius |z, — m k| < €, taigi realiyjy skaiciy
seka {x, 1} C R yra Kosi seka kiekvienam fiksuotam k > 1. Kadangi realiyjy
skaic¢iy metriné erdvé yra pilna, tai egzistuoja ribos

lim mn,k:mkeR, k=1,2,...

n—o0
Sudarykime nauja realiyju skaiciy seka X = {x} C R. Pirmiausia paro-
dysime, kad X € ¢,. Pasirinkime sveikajj skaic¢iy J > 1 ir imkime n > N¢,
tada naudodami Minkovskio nelygybe gauname jvercius

4 1/p ! 1/p ! 1/p
(D) ™ < (3 fomse = ) " (X Jal?)
k=1 k=1 k=1

IS nelygybeés Y oo |@nk — Tm k[P < P triviliai gauname jvertj dalinei sumai
Zli:l |y & — Tm kP < €P. Peréje prie ribos m — oo ir pasinaudoje metrikos
tolydumu, gauname jvertj

J
Z |xn,k — $k|p S €p.
k=1

Vadinasi

” 1/p - 1/p
(Z ’mk’p> <e+ (Z ]mn,k]p> <C,
k=1 k=1

nes X,, € £,. Taigi daliniy sumy seka yra aprézta is virsaus konstanta, todél
eilute "7, |z [P konverguoja, vadinasi X € £),.

Lieka jrodyti, kad lim, o X, = X metrin¢je erdvéje £,. Taigi rem-
damiesi ribos apibrézimu tikrinsime hipoteze, kad X yra misy ieSkoma riba.
Jau parodéme, kad su visais n > N ir J > 1:

J
Z |Tp i — xp|P < P
k=1
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Kadangi Sis jvertis galioja visoms dalinéms sumoms, tai peréje prie ribos
J — 00, gauname nelygybe

0 l/p
d(Xp, X) = (Z [T p — mkv’) <e, VYn>N.
k=1

Taigi seka {X,,} konverguoja ir X,, = X. O

1.15 teorema. Tolydziyjy funkciju Cla,b], apréztyju funkcijy Bla,b] ir to-
lydziai k karty diferencijuojamy funkcijy C*[a, b] metrinés erdvés yra pilnos.

Irodymas. Pateiksime tik jrodyma apie erdvés Cf[a,b] pilnuma. Faktiskai
¢ia tik pakartosime 1.7 teoremos jrodyma. Nagrinékime Kosi seka {f,} C
Cla,b]. Tada kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks skaicius N¢, kad su visais
n,m > N teisingas jvertis

d(fn, fm) = sup |fu(t) — fu(t)] <e.

tela,b]
Fiksuokime ¢, tada gauname nelygybe
[fn(t) = fm(@)] <&, VYn,m = N, (1.11)

taigi realiyjy skaiciy seka {f,(¢)} yra Kosi seka. Kadangi metriné erdvé R
pilna, tai si seka konverguoja

lim f,(t) = f(t),Vt € [a,b].

n—o0
Apibrézéme nauja funkcija f : [a,b] — R. Isitikinkime, kad f € Cla,b].
Nelygybéje (1.11) pereikime prie ribos m — oo, tada gauname, kad su visais
n > N, (pastebésime, kad N. nepriklauso nuo t):
[fu®) = f) <&, VEE[a,b].
Imkime ¢g > 0, tada egzistuoja toks N, kad

[fn(t) — f(8)] < 53—0, Vi € [a,b].

Funkcija fy € Cla,b], todél is 1.5 teoremos gauname, kad ji yra tolygiai
tolydi. Tada egzistuoja toks 6 = d(eq), kad Vt, s € [a, b]:

lfn(t) — fn(s)] < %0, kai [t —s| <.
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IS Siy jverciy ir trikampio nelygybés gauname, kad Vt, s € [a, b]:

1f@) = F <) = InOI+ (@) = fn(s)| + [fn(s) = f(s)] < eo,
kai |t — s| < 0, vadinasi funkcija f yra tolygiai tolydi. Taigi jrodéme, kad
fn — f erdvéje Cla,b]. O

Taciau ne visos metrinés erdvés yra pilnos. Nesunku patikrinti, kad
tolydziyjy funkcijy erdvé Cp,(0,1), p > 0 néra pilna. Parodysime tai vienam
pavyzdziui C1(—1,1), kai metrika apibréziama taip:

1
d(f,g) = /_ £(t) — g(t)] dt.

1

Bendrasis atvejis nagrinéjamas analogiskai.
Sukonstruojame funkciju seka {f,} € C1(—1,1):

1, tel-1,-1/n],
fut) =< nt, te(-1/n,1/n),
1, tel/n1)

Patikrinkime, kad { f,,} yra Kosi seka. Ivertinsime atstuma tarp dvieju sekos
nariy (pazymékime M = min (n,m)):

1/M 92
o ‘fn(t) - fm(t)‘ dt < M

d(fn> fm) = /11 |fu(t) — fm(t)| dt :/

Imkime N, pirma sveika skai¢iy didesnj uz 2/e. Tada d(fn, fm) < €, kai
n,m > Ng, taigi {f,} yra Kosi seka. Tarkime, kad 8i seka konverguoja
erdvéje C1(—1,1), t.y. egzistuoja sekos riba

lim f,=f¢€ Cl(—l, 1).
n—o0

IS metrikos apibrézimo gauname

1/n

—-1/n 1
d(fn,f)z/l |1+f(t)|dt+// Ifn(t)—f(t)ldH/l/ 1= f(0)] dt.

Kadangi seka konverguoja, tai lim, oo d(fpn, f) = 0. Imdami tik pirmajj
sumos démenj, gauname jvercius

—1/n
og/ L+ F(O)]dt < d(fu, ), kai n— oo,
~1
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Peré¢je prie ribos n — oo ir pasinaudoje riby palyginimo teorema bei integ-
raly savybémis, jrodome lygybe

0
/ L4 fOdt=0 — f(t)=—1, te(~1,0).
~1
Panasiai jrodome, kad f(t) = 1, kai t € (0,1). Taigi funkcija f yra truki
taske t = 0, todél f ¢ C1(—1,1). Gautasis priestaravimas ir jrodo, kad
metriné erdvé C1(—1,1) néra pilna.



