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1.6. Konvergavimas metrinése erdvése

Sioje paskaitoje apibendrinsime skaiciy, vektoriy ir funkcijy seky konver-
gavimg metrinése erdvése.

24 apibrézimas. Metrinés erdves (X, d) seka {x,} C X turi riba z € X,
jei kiekviena € > 0 atitinka toks N. € N, kad

d(zp,x) <e suvisais n > N.
Tada rasysime

lim z, =x arba z, =z, kai n -
n—oo

ir sakysime, kad seka {z,,} konverguoja j elementa x.
Pastebésime, kad {d(z,,x)} yra realiuju skaiciy seka, tada i$ skai¢iy

seky savybiy gauname, kad seka {z,} konverguoja tada ir tik tada, kai

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Taigi seky konvergavimas metrinése erdvése yra glaudziai susijes su jpras-
tiniu skaiciy seky kovergavimu. Tai leidzia nesunkiai perelti nemazai svarbiy
rezultaty ir sekoms metrinése erdveése.

Panagrinékime kelety pavyzdziy.

5 pavyzdys. Imkime metring erdve (R™,d), kai d yra euklidiné metrika

m 1/2
d(X,Y) = (Z(xk - yk>2> . XY eR™.
k=1
Tada konvergavimas euklidinéje erdvéje R™
Xn = (Tn1, Tn2y -, Tnm) = X = (21,22, ..., ), kai n — 00
reiskia kiekvienos koordinaciy sekos {x,;}, j = 1,2,...,m konvergavima

(seka {X,} C R™ konverguoja tada ir tik tada):
Tnj; — xj, kai m — oo.
Sios salygos buitinumas seka i$ jvercio
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Dabar jrodysime salygos pakankamumag. Imkime ¢ > 0, kadangi kiekviena
koordinaciy seka {z,_ ;} konverguoja, tai galime parinkti tokius N;y, k =

1, e, M, kad su visais n > ]\757]{; bus telsmgl iveréiai:
Tpk — T — m.
n,k k \/—a

Apibrézkime N, = max{N.1,..., Nz}, tada su visais n > N,
d(X,,X) <e

taigi seka {X,,} konverguoja.

6 pavyzdys. Erdveés Cla,b] elementy sekos konvergavimas sutampa su
tolygiuoju tolydziy funkcijy konvergavimu.

7 pavyzdys. Metrinés erdvées RN elementy sekos konvergavimas irgi ek-
vivalentus koordinatiniy seky konvergavimui. Priminsime, kad Sioje erdvéje
atstumas tarp dviejy elementy (t.y. realiyjy skaiciy seky X,Y € RY) yra

apibréztas taip
Z 9k \xk Y|
L+ [z —yl

Nagrinékime seka {X,, € RN} ir elementg X € RY. Tarkime, kad X,, =
X, kai n — oo. Tada kiekvienam & > 0 egzistuoja toks skaic¢ius N, kad

0o
e ok — Tk .
Xn,X 2312 m<€, kai n>N5.

Tai su kiekvienu k > 1

k |Tng — k]

<e, kai n> N..
1+|xn,k_xk| ’ €

I$ ¢ia isplaukia, kad

k

2 1
— ;6 < 2’”15, kai 2Fe < 3

|z, — k| < 1

Todél

lim x,; = x; sukiekvienu k> 1.
n—o0
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Irodykime salygos pakankamuma, t.y. kad seka {X,,} konverguoja i X,
jei su kiekvienu k, lim x, ) = xp. Imkime € > 0 ir parinkime tokj m, kad
n—o0

> 1 27% < £/2. Tuomet atstumag nuo X, iki X galime jvertinti taip

m

zng — k| N
AdX,, X) =S 27k + S, e
(X, X) =2 1+|~’6nk—$k| Z L+ [k — i

k=1
= —k ‘xn k— xk‘ €
< Z 2 1+ : | 9
Tpk —T
h—1 n,k k
Kadangi m yra fiksuotas ir lim, oo Zp 1 = 2 , kai k = 1,...,m, tai galime

parinkti tokj N¢ ,,, kad

m
Z o=k [Tk — Tk < £
— 1+ |xn,k — x| 2’

kai n > N¢ ,,. Taigi jrodéme, kad

lim X, = X.

n—oo

Metrinése erdvése konverguojanciy seky savybés daznai sutampa su ati-
tinkamomis skai¢iy seky riby savybémis. Svarbiausias i$ juy iSvardinsime.

1.9 teorema. Konverguojanti seka {x,} turi vienintele riba.

Irodymas. Tarkime, kad egzistuoja dvi skirtingos ribos z, 2’ € X. Tada i$
metrikos teigiamumo ir trikampio nelygybés gauname

0 <d(x,2") < d(z, ) + d(xp, 2").

Pereiname prie ribos, kai n — oo, tada gauname lygybe d(z,2’) = 0. Pagal
vienaties aksioma, z = x’, taigi prielaida apie dviejy skirtingy riby egzis-
tavima buvo neteisinga. O

1.10 teorema. Konverguojanti seka {x,} yra aprézta.

Sig teorems jrodome parode, kad egzistuoja toks baigtinio radiuso uzdarasis
rutulys B,(0), kad {z,} C B;(0), o diamB,(0) < 2r.

Aibés ribinius taskus apibrézéme nenaudodami konvergavimo sgvokos.
Dabar jsitikinsime, kad ribiniai taskai labai glaudziai susije su konverguo-
janciomis sekomis.
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1.11 teorema. Elementas x € X yra aibés A C X ribinis taskas tada ir tik
tada, kai egzistuoja tokia seka {x,} C A, x, # x, n > 1, kad

lim z, = .

n—oo
Irodymas. Pirmiausia jrodysime salygos butinuma. Tarkime, kad x yra
aibés A ribinis taskas. Tada su kiekvienu n > 1 rutulyje Sy, (x) egzistuoja
toks x,, kad z, € A ir x, # x. Kadangi d(x,,z) < 1/n, tai seka {z,}
konverguoja j elementg x.

Dabar patikrinsime salygos pakankamuma. Imkime bet kokia elemento

x aplinka S.(z). Kadangi seka {z,,} konverguoja i elementa x, tai egzistuoja
toks Ng, kad su kiekvienu n > N, atstumas d(z,,z) < €, o tai ekvivalentu
teiginiui, kad z,, € Sc(x). Taigi « tikrai yra aibés A ribinis taskas. O

Gauname svarbig iSvadg, kad netuscia aibé A C X yra uzdara tada ir tik
tada, kai kiekvienos konverguojancios aibés A elementy sekos riba priklauso
aibei A. Tokj uzdarosios aibés apibrézima ir naudojome pirmoje paskaitoje,
kai nagrinéjome realiyjy skaiciy aibes.



