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1.5. Aibés metrinése erdvése
Sioje paskaitoje apibendrinsime pagrindines aibiy savybes metrinéms erd-
vems.
16 apibrézimas. Metrinés erdves (X, d) aibé
Sp(a) ={z € X, d(z,a) <r}

vadinama atviruoju rutuliu su spinduliu r ir centru a.

17 apibrézimas. Metrines erdves (X, d) aibé
By(a) ={z € X, d(z,a) <7}

vadinama uzdaruoju rutuliu su spinduliu r ir centru a.

Toje pacioje aibéje X skirtingas metrikas atitiks skirtingi rutuliai.

8 uzdavinys. PlokStumoje R? pavaizduokite rutulius, atitinkanéius met-
rikas dy, do ir deo.

1 pavyzdys. Nagrinékime erdvés C[0, 1] rutulius. Imkime funkcija g €
C0,1]. Jei f € B,(g), tai

sup |g(t) — f(O)] <
t€(0,1]

Tai yra

gt) —r < f(t) <g@t)+r Vte0,1].
Rutulj B,(g) sudaro visos tokios tolydziosios funkcijos f € C]0,1], kuriu
grafikai telpa juostoje [g(t) — r,g(t) + 7], t € [0,1].

Atvirosios aibés apibrézime naudosime bendresnes aibes nei atvirajj ru-
tulj, kurj naudojome imdami daugiamate realiyjy skai¢iy erdve RV,

18 apibrézimas. Aibé A vadinama tasko z aplinka, jei egzistuoja toks
r > 0, kad S,(x) C A. Taskas z yra aibés A C X vidinis taskas, jei A yra
Sio tasko aplinka.
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19 apibrézimas. Aibé A C X vadinama atviraja, jei ji yra kiekvieno savo
tasko aplinka. Pagal susitarimg tuscioji aibé laikoma atvira.

Nesunku patikrinti, kad atvirasis rutulys S,(a) tikrai yra atviroji aibé,
taciau uzdarasis rutulys B,(a) jau néra atviroji aibé.

9 uzdavinys. Tarkime, kad aibés Ag, &k = 1,2,... yra atvirosios. Iro-
dykite, kad baigtiné atviryjy aibiy sankirta N;_; Ay ir bet kurio skaiciaus
atviryjy aibiy sgjunga U2 | Ay, yra atvirosios aibés.

Sprendziant §j uzdavinj, uztenka pasinaudoti atviryjy aibiy apibrézi-
mu. Pavyzdziui, parodysime, kad aibé N}_;A; yra atviroji. Jeigu = €
Mp_1 A, tai iS aibiy sankirtos apibrézimo gauname, kad z € Ay su visais
k=1,2,...,n. Kadangi aibés A}, yra atvirosios, tai egzistuoja tokie r; > 0,
kad

Spo(z) C A, k=1,2,...,n.

Imkime r = min(ry,r2,...,7,), tada

Se(z) C Ay, k=1,2,...,n = S(z)C ()4
k=1

Pastebésime, kad bet kurio skaic¢iaus atviryjy aibiy sankirta jau gali ir
nebuti atviroji aibé. Metrinés erdvés R aibés I,, = (—1/n,1/n) yra atviros
su kiekvienu n > 1, taciau juy sankirta N2, 1, = {0} néra atvira.

20 apibrézimas. Aibé A C X vadinama uzdaraja, jei jos papildinys A¢ =
X'\ A yra atviroji aibé. Pagal susitarima tuscioji aibé laikoma ir uzdaraja.

Sis apibrézimas skiriasi nuo realiyjy skai¢iy uzdarosios aibés apibrézimo,
taciau véliau parodysime, kad senasis ir naujasis apibrézimai yra ekvivalen-
tus.

10 uZdavinys. Tarkime, kad aibés A, k = 1,2,... yra uzdarosios. Iro-
dykite, kad baigtiné uzdaryjy aibiy sgjunga Uj_; Ay ir bet kurio skaiciaus
uzdaryjy aibiy sankirta N2 ; A, yra uzdarosios aibés.

Metrinés erdvés (X, d) taskai aibés A C X atzvilgiu skirstomi j vidinius
o
(visi vidiniai taskai aibrézia aibés A vidy A), iSorinius, ribinius, krastinius
(priklausancius krastui 0A) ir izoliuotus.
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21 apibrézimas. Taskas x € X vadinamas aibés A
o iSoriniu tasku, jei egzistuoja rutulys S, (z), nesikertantis su aibe A;

o ribiniu tasku, jei kiekviename atvirame rutulyje S, (z) yra bent vienas
aibés A taskas, nesutampantis su x;

o izoliuotuoju tasku, jei x € A ir egzistuoja toks atvirasis rutulys S, (z),
kuriame daugiau aibés A tasky néra.

o krastiniu tasku, jei kiekviename netusc¢iame atvirame rutulyje S, (z)
yra bent vienas aibés A ir bent vienas aibés A taskas. Taigi aibés
izoliuotieji taskai priklauso jos krastui.

Izoliuotieji ir ribiniai aibés taskai dar vadinami jos sqlycio taskais.

22 apibrézimas. Aibés A uzdarinj A sudaro jos salycio tasky aibe.

Tada galime jrodyti ir ekvivalenty uzdarosios aibés apibrézima: aibé
A C X yra uzdaroji tada ir tik tada, kai A = A.

Labai svarbu suprasti, kad aibés uzdarumas priklauso nuo metrinés erd-
vés, kurioje Si aibé apibrézta, nes A C X, t.y. aibei A priklauso tik metrinés
erdvés X elementai. Pavyzdziui nagrinékime racionaliyjy skaic¢iy metrine
erdve (Q,d), joje aibé

A={zeQ: |z<2)
yra uzdara, kadangi jei s yra Sios aibés ribinis taskas, tai jis butinai yra
racionalusis skaic¢ius ir nesunku parodyti, kad |s| < 2. Taciau realiyjuy skaiciy
metrinégje erdvéje (R, d) Si aibé néra uzdara, nes
A=By(0):={zeR: |z]<2}
ir pvz. V2 € By(0), bet V2 & A.

11 uzdavinys. Tarkime, kad A C T C X. [rodykite, kad

a) AcT, b A=A

12 uzdavinys. Jrodykite, kad jei « yra ribinis aibés A taskas, tai kiekvie-
name atvirame rutulyje S,(z) yra be galo daug aibés A tasky.
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13 uzdavinys. Metrinés erdvés (R, d) aibei A = [0, 1) raskite aibes A, A,
0A.

Dabar apibendrinsime aibés apréztumo savoka. Metrinés erdvés (X, d)
aibés A diametru vadinamas skaicius

diam (A) = sup d(z,y).
T, yeA

23 apibrézimas. Aibé A vadinama aprézta, jei jos diametras yra baigti-
nis.
14 uzdavinys. J[rodykite, kad teisingi tokie teiginiai:

a) diam (A) = 0 tada ir tik tada, kai aibéje A yra tik vienas elementas;

b) jei A C B, tai diam (A) < diam (B);

c¢) diam (Sy(x)) = diam (B, (z)) < 2r.

Panaudodami aibiy veiksmus ir ju savybes galime efektyviai apibrézti

daug svarbiy metriniy erdviy savoky. Taciau daznai nagrinéjame ir ekvi-

valencius ty paciy savoky apibrézimus, kurie yra konstruktyvis, todél pato-
gesni sprendziant jvairius taikymy uzdavinius.

24 apibrézimas. Nagrinékime metrinés erdves (X, d) aibes A € B C X.
Aibé A yra tirStas aibés B poaibis, jei B C A.

Pateiksime ir ekvivalenty konstruktyvy Sios savybés apibrézima. Ne-
sunku patikrinti, kad aibé A yra tirstas aibés B poaibis tada ir tik tada, kai
kiekvienam y € B su visais € > 0 atvirajame rutulyje Sc(y) yra bent vienas
aibés A elementas:

Se(y))NMA#0D, Ve>0, Vye B.



