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2.3. Lebego erdveés

Sioje paskaitoje isamiai iStirsime pilny normuoty tiesiniy erdviy Ly(a,b),
1 < p < oo savybes. Priminsime, kad sias erdves, vadinamas Lebego vardu,
gavome papildydami iki pilnyjy tiesines erdves Cp(a,b), sudarytas i$ toly-
dziuju intervale (a,b) funkciju, kurioms teisingas jvertis fab |f(x)[Pdx < o0
su norma

b 1/
110 = flyan = ([ If@Par) ™

Cia integralai apibréziami Rimano prasme. Erdves Ly(a,b) galima kon-
struoti ir naudojant Lebego integrala, kuris apibréziamas remiantis mato
teorija. Taciau mes naudosime papildymo metoda, nes daugeli Ly(a,b)
erdviy savybiy daug patogiau jrodyti nagrinéjant analogiskas savybes toly-
dzioms funkcijoms ir paskui pereinant prie Kosi sekos ribos.

Formaliai galime tvirtinti, kad jei f € Cp(a,b), tai f € L,(a,b), tac¢iau
grieztai laikantis apibrézimo turime neuzmirsti, kad Ly(a,b) elementai yra
ne funkcijos, o tolydziyjy funkcijy Kosi seky {f,} C Cp(a,b) ekvivalentumo
klasés. Tada

b /
1fu = Fonllp = (/ @) = Fulw)Pdz) " =0, Kai nom oo

Dvi Kosi sekos {f,} ir {g,} yra ekvivalencios, jei

b /
| frn = gnllp = </ | fr(z) — gn(x)|pdx)1 P — 0, kai n— oo.

Todél jei f € Cp(a,b), tai egzistuoja ekvivalentumo klasé, kuriai priklauso
stacionari Kosi seka {f, f, f,...}. Sia ekvivalentumo klase galime Zyméti
F(x) € Ly(a,b) arba vél naudoti tg patj simbolj f(x) € Ly(a,b).

Norédami iSsamiau susipazinti su Lebego erdviy elementy (funkciju)
savybémis, iSnagrinésime svarby pavyzdj. Funkcija f(xz) = 0 priklauso
erdvei Cp(—1,1). Ekvivalentumo klase, kuriai priklauso stacionari seka
{0,0,0,...}, vadiname nuline klase ir zymime 0 € L,(—1,1). Egzistuoja
be galo daug kity Kosi seky, kurios irgi priklauso tai paciai ekvivalentumo
klasei. Imkime funkcijuy "stogeliu" seka {f,}:

1—nx, jei 0<z<1/n,
fa) =< 1+nx, jei —1/n<z<0,

0, kituose taskuose.
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Funkcija f,(z) € Cp(—1,1), apskaic¢iuosime jos norma

1/n

1/p 2 1/p
- — p = —_— 1
| frllp <2/0 (1 —nx) dw) <n(p i 1)> — 0, kai n — oco.

Seka {f,} yra Kosi seka, nes i$ trikampio nelygybés gauname, kad

1fn = fmllpy < I fallp + [[fmllp = 0, kai n,m — oo.

Taigi 8i seka priklauso nulinei ekvivalentumo klasei 0 € L,(—1,1). Na-
grinékime {f,} riba kiekviename intervalo taske, kai n — oo, gauname

funkcija
. 1, kai x =0,
|

0, kituose taskuose.

Matome, kad funkecija f*(x) néra tolydi, taigi ji nepriklauso erdvei Cp,(—1, 1).
Ji taip pat nepriklauso Lebego erdvei L,(—1,1), nes Sios erdvés elemen-
tai yra ekvivalentumo klasés. Taciau formaliai galime sakyti, kad f*(x) €
L,(—1,1), ir kadangi Kosi seka { f,,} priklauso nulinei ekvivalentumo klasei,
tai erdvéje Ly(—1,1) funkcija f*(x) laikoma nuliniu elementu. Taigi norma
I| - |l negali atskirti dviejuy klasikiniy funkcijy f(z) =0 ir f*(x).

Nulinei ekvivalentumo klasei priklauso ir daugiau funkcijy, kurios kla-
sikine prasme (kai nagrin¢jame reikSmes apibrézimo srities taskuose) gali
smarkiai skirtis nuo f(x) = 0 funkcijos. Intervale (0,1) apibrézkime skaic¢iy
seka {z,} ir nagrinékime funkcija

1, kai x =2, k=1,2,...,
g(x) = . s
0, kituose taskuose.

Ir sia funkcija generuojanti Kosi seka priklauso Ly(—1,1) erdvés nulinei ek-
vivalentumo klasei, taigi norma || - ||, ir funkcijos g(z) negali atskirti nuo
tapatingai nuliui lygios funkcijos f(z) = 0. Cia priminsime, kad racionalieji
skaiciai intervale (0,1) sudaro skaiciaja aibe, taigi, jei funkcija g(z) lygi 1
visuose intervalo racionaliuose taskuose, vis tiek L,(—1,1) erdvéje ja suta-
patiname su nuline funkcija. Sis faktas tikrai svarbus, kai Lebego erdves
funkcijas naudojame jvairiy technologiniy procesy modeliavime, nes, pvz.
kompiuteris gali atvaizduoti funkcijos taskus tik baigtinéje aibéje raciona-
liyju tasky, taigi kompiuteringje aritmetikoje funkcija g(z) = 1.
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10 apibrézimas. Sakysime, kad funkcija f(z) beveik visur lygi nuliui
(rasysime f(x) = 0 b.v.), jeigu ji priklauso nulinei ekvivalentumo klasei
kaip erdves Ly(a,b) elementas: egzistuoja Kosi seka {f,} C Cp(a,b), kad

f(z) = lim f,(x), Vz € (a,b),

n—o0
ir jos norma lygi nuliui
£y = T [1full, = 0.
Jeigu f(x) — g(z) = 0 b.v., tai sakome, kad funkcijos f(z) ir g(x) yra lygios
b.v. Tokioms funkcijoms || f — g/, = 0.

Matéme, kad funkcija, kuri lygi nuliui visur iSskyrus skaiciosios aibés
{z,} taskus, yra lygi nuliui b.v. Bendruoju atveju funkcija, kuri f(x) =0
b.v., gali buti nelygi nuliui aibés S C €2 taskuose, kai S néra suskaic¢iuojama.
Tokios aibés S vadinamos nulinio mato aibémis (pavyzdziui kreivé dvimatéje
erdvéje ar pavirSius trimatéje erdvéje).

Apibendrinsime erdviu L,(f2) apibrézima, kai @ C RY. Elementas
F(x) € Ly(Q) yra ekvivalentumo klase Kosi seky {f,(z)} € Cp(2). Lebego
integraly [, |F(x)|PdQ2 apibréziame taip: imkime bet kokia sekg { fn(x)} i8
ekvivalentumo klasés F'(z) ir nagrinékime realiyju skai¢iy seka { K, }, kai

1/p

Ko = Wally = ( [ 1£u(@)a0)

Parodysime, kad {K,,} yra Kosi seka. Nagrinékime skirtuma

K = Kol = |1 fallp = 1 fnll

Pasinaudoje Minkovskio nelygybe (trikampio nelygybe normai), jrodome
ivertj

[ fnlly = [1fn = fm + Fllp < [ fn = Fmllp + [l fmllp-
Panasiai jrodome, kad

[fmllp < Ifn = Finllp + [ fullp-

Todél
|Kn_Km| S an_mep—)O’ n,m—)oo,



2.3. LEBEGO ERDVES 69

nes { fn(x)} yra tolydziyju funkciju Kosi seka normoje || - ||. Tada {K,,} yra
realiyjy skaiciy Kosi seka ir egzistuoja riba

1/p
K .
K= i 16, = i ( [ 1oPa)

Skai¢ius K ir yra elemento F(z) € L,(£2) norma

K= (/Q|F(:c)|pd§2>1/p.

Nesunku patikrinti, kad toks apibrézimas nepriklauso nuo sekos {f,(x)}
parinkimo.

2 uzdavinys. Funkcija f(z) = 7%, a > 0 apibrézta intervale (0,1).
Rasime, kada f(z) € L,(0,1), p > 1. Skaic¢iuojame integrala

1 1 xlfpa 1
K= / |f(x)|Pdx = / x P¥dx = .
0 0 1 — pa 10

Integralas yra baigtinis K < oo, kai

l1—-pa>0 = o<

[ | =

Daznai tenka palyginti skirtingy Lebego erdviy funkcijas arba atsakyti j
klausima ar elementas, kuris priklauso vienai normuotai tiesinei erdvei yra
ir kitos normuotos tiesinés erdvés elementas.

11 apibrézimas. Normuota tiesiné erdvée X yra jdéta i kita normuota
tiesine erdve Y, jei

a) X CV;
b) tiesinis operatorius [ : X — Y, [z =z, Vx € X yra tolydus.
Suformuluosime svarby teiginj apie Lebego erdviy palyginima.

2.4 teorema. Tarkime, kad ) yra aprézta aibé, 1 < p < q < oo. Jei
F(x) € Ly(Q), tai F(z) € Ly(Y) ir teisingas normos jvertis

1/p—1
I1F|l, < (meas )77V 7|,

¢ia meas () yra aibés Q) matas (pvz. ilgis, plotas, turis).
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Irodymas. Priminsime Holderio nelygybe:

1 1
/ F@)g(@)]d2 < |flly gl =+ =1.
Q Yy q

Imkime tolydziy funkcijy Kosi seka {f,} C Cy(€2), priklausancia ekvivalen-
tumo klasei F'(z) € Ly(€2). Tada Holderio nelygybéje pasirinkime:

qg 1 1 q-—p
f.%':f.%'p7 gl'El, p,:_7 _:1__:—7

gauname jvertj

/ _
[ 1fa@Pran < ([ 1fu@0rd)" (mease)
Q Q
Pakeéle abi nelygybes puses 1/p laipsniu, gauname jvertj
I fally < (meas @) P72 £

Teoremos jrodymas uzbaigiamas nagrinéjant riba, kai n — oco. [J

Kadangi tiesinis operatorius, apibréziantis atvaizdj I : Ly(Q) — L,(€2),
IF = F,VF(x) € Ly(2) yra apréztas, tai Sis jis yra ir tolydus (priminsime,
kad tiesiniams operatoriams tolydumas yra ekvivalentus apréztumui). Taigi
irodéme, kad erdve L,(2) yra idéta j erdve L,(Q2), kai 1 < p < g < co. Si
teiginj zymeésime Ly () C L,(£2).

Idéjimo teorema naudojama pagrindziant daug svarbiy teiginiy apie Le-
bego erdviy elementus. Pateiksime du tokius teiginius.

2.5 teorema. Jei sritis § yra aprézta, tai kiekvienam elementui (funkcijai)
F(x) € Ly(Q), p > 1 egzistuoja integralas [, F'(x)dSY, kuris apibréZiamas
taip:

/ F(x)dQ = lim [ f,(z)dS.
Q

n—o0 Q

Irodymas. Imkime bet kuria Kosi seka {f,} C Cp(€2), priklausancia ekvi-
valentumo klasei F'(z) € Ly(€). Nagrinékime realiyjy skaiciy seka {J, }:

T, = /Q F() 0.
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Patikrinsime, kad {J,} yra Kosi seka. Pasinaudoje integraly savybémis ir
Holderio nelygybe gauname

= dnl = | [ (50) = £(@) a9 < [ 1:18u(0) = funlo)] a2
< (measQ) _1/p||fn — fmllp = 0, n,m — oo,

nes { f,(z)} yra tolydziyjy funkecijy Kosi seka normoje || - ||,. Tada {J,} yra
realiyju skaiciy Kosi seka ir egzistuoja riba

/ F(x)dQ = lim [ f,(z)dQ
Q n—oo Q

O

2.6 teorema. Tarkime, kad F(x) € L,(Q), G(x) € Ly(R), ¢ia 1/p+1/q =
1,1 < p < c0. Tada egzistuoja integralas fQ (x)G(z) dQ ir teisingas jvertis

\Aﬂmwwwgmwwm

Irodymas. Imkime dvi Kosi sekas {f,} C Cp(Q), {gn} C Cy(Q), priklau-
sancias, atitinkamai, ekvivalentumo klasems F(z) € L,(Q), G(z) € Ly(Q).
Nagrinékime realiuju skaiciy seka {J, }:

%:Anm%@m

Patikrinsime, kad {J,} yra Kosi seka. Pasinaudoje integraly savybémis ir
Holderio nelygybe gauname

=Tl = | [ (@) = F(@)gn()) a9
= | [ [(5(&) = @) i) + Fnl2) (0(2) = gn()) ] )
< [ 1@ = ale) lon(@)l a2+ [ 15060 lga(2) = ()]

< ||fn - mep Hgan + ||fm||p Hgn - gqu — 0, kal n,m — oo,

nes {fn(x)}, {gn(x)} yra tolydziyjy funkcijy Kosi sekos normose || - ||, ir
|- |lg, atitinkamai, o pakankamai dideliems numeriams n teisingi jverciai

/Ifn(w)lpdﬁg/ |F(z)|P d + 1,
Q 0
/!gn(m)!qdﬁg/ |G(2)]9dQ + 1.
Q Q
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Tada {J,} yra realiyju skai¢iy Kosi seka ir egzistuoja riba
J = lim J, = / F(z)G(x) dS.
n—oo Q

Teoremos jvert] gauname pasinaudoje integraly savybe

‘/Qf"(x)g"(x) dQ‘ < /Q | fa(@)] |gn(2)] A2

ir pritaike Holderio nelygybe, bei peréje prie ribos, kai n — oco. U



