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2.2. Tiesiniai operatoriai

Imkime dvi tiesines erdves X ir Y.

9 apibrézimas. Operatorius A : X — Y yra tiesinis, jei jo apibrézimo
sritis D(A) yra erdvés X tiesinis poerdvis ir visiems z1, 29 € D(A) bei o, 5 €
R teisinga lygybeé

Alawy + fag) = aA(z1) + BA(22).
Tiesinio operatoriaus vaizda A(z) dazniausiai zymime Azx.
3 uzdavinys. Irodykite, kad tiesinio operatoriaus A vaizdas R(A) ir nuliné

aibé N(A) = {z: Az = 0} yra tiesiniy erdviu Y ir X poerdviai.

Tarkime, kad tiesinés erdvés X, Y yra normuotos. Tada galime apibrézti
atstumo funkcijas

dx(z1,22) = ||lz1 — 22|lx, dy(y1,¥2) = [ly1 — v2lly

ir tirti tiesinio operatoriaus A tolyduma. Priminsime, kad bendruoju atveju
atvaizdis F' yra tolydus aibéje X, jeigu jis tolydus kiekviename Sios aibés
taske. Tiesiniy operatoriy tolydumo tyrima esminiai palengvina tokia lema.

2.2 lema. Tiesinis operatorius A yra tolydus tada ir tik tada, jei jis yra
tolydus bent viename taske xy € D(A).

Irodymas. Irodysime tik salygos pakankamuma, nes butinumas yra akivaiz-
dus. Tarkime, kad A yra tolydus taske zp € D(A). Tada kiekvienam ¢ > 0
egzistuoja toks d = d(¢g), kad ||Az — Azolly < e, jei ||z — zo]lx < 9.

Imkime bet kokj x; € D(A) ir nagrinékime elementus z’ i§ Sio tasko
aplinkos ||#' — z1]|x < d. Tada egzistuoja tokie z, kad 2’ — x1 = z — xo.
Pasinaudoje operatoriaus A tiesiSkumu, gauname lygybe

Az’ — Az = Ax — Axy,
todél teisingas jvertis
|Az" — Az1|ly = ||Az — Azolly <&, jei |2/ —z1]|x = ||z — xol|x < 6.

Vadinasi operatorius A tolydus kiekviename taske 1 € D(A). O
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2.3 lema. Tarkime, kad A yra tiesinis operatorius. Tada teisinga lygybé
A0=0.

Irodymas. Pasinaudoje tiesiniy erdviy ir tiesiniy operatoriy savybémis, gau-
name

Az = A(z 4+ 0) = Az + AO0.

Kadangi tiesinio operatoriaus vaizdas R(A) apibrézia tiesine erdve, tai i$ jau
irodyty tiesiniy erdviy savybiy seka, kad A0 = 0. [J

2.2 teorema. Tiesinis operatorius A yra tolydus tada ir tik tada, kai jis
yra apréztas, t.y. egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad su visais x € X
teisingas jvertis

[Az]ly < cllz(x.

Tikslusis apatinis visy tokiy konstanty rézis yra vadinamas operatoriaus A
norma

[A[l =

FMMY}
zen(4) b 7]l x
Irodymas. Uztenka nagrinéti operatoriaus tolyduma viename taske zg =

0. Irodysime salygos pakankamuma. Jei operatorius A yra apréztas, tai
kiekvienam e > 0 imsime 6 = ¢/c, tada visiems ||z — 0| x < J gausime jvert]

Az — AOlly = [|[Azly <cllz|x = ¢z —0]x <e.

Taigi operatorius A yra tolydus.
Dabar jrodysime salygos butinumg. Tarkime, kad A tolydus taske 0.
Imkime ¢ = 1, tada egzistuoja toks § = 4(1), kad

HA.%'HY <1, jei H.%'HX < 0.

0.
Kiekvienam x € X, x # 0, apibrézkime elementa z* = 2 QT| . Ivertinsime
Tl x
Jo norma:
Sllzllx _ 0
1'* = = — s

todeél || Az*|ly < 1. Kadangi A tiesinis operatorius, tai

1) 2
Ax*y:7A$y<1 — Az|ly < =||lz||x.
|4l = gror—lide] | Azl < =il
Taigi tiesinis operatorius A yra apréztas. [J

Dabar suformuluosime labai svarby teiginj apie tiesinius operatorius, ku-
riy apibrézimo sritis yra baigtinés dimensijos tiesiné erdveé.
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2.3 teorema. Tarkime, kad X, Y — normuotos tiesinés erdvés, A: X — Y
tiesinis operatorius. Jei X yra baigtinés dimensijos tiesiné erdvé, tai A yra
tolydus operatorius.

Irodymas. Tegul dim(X) = N, o elementai {x1,z9,...,zx} sudaro tiesinés
erdvés X baze. Kiekviena x € X vieninteliu budu galime iSreiksti tiesine
kombinacija x = 2521 cnxyn. Tada pasinaudoje normos trikampio nelygybe,
gauname jvertj

N N N
lAzly = || > cndan| <3 leal I Azally < max [Azally > leal
Y 1<n<N
n=1 n=1 n=1

Prisiming 2.1 lemos jvertj
|1zt + coma + ...+ enan|lx =7 (Jea] + |ea| + ...+ |en]), v >0,

gauname, kad

1
== lellx.
-

N 1
> leal < 2| X entn
n=1 v n=1
Tada tiesinis operatorius A yra apréztas
1
[Azlly < — max [[Az,lly [lz]lx, VzeX,
v 1<n<N

taigi toks operatorius yra tolydus. [J

10 apibrézimas. Dvi tiesinés erdvés X ir Y yra vadinamos izomorfinémis,
jeigu egzistuoja tiesinis bijekcijos operatorius [ : X — Y, atvaizduojantis
vienos erdveés elementus j kitos erdvés elementus.

Funkcinéje analizéje izomorfiniy erdviy savybes nagrinéjame bendrai,
gautos iSvados teisingos visoms tokioms tiesinéms erdvéms. Pavyzdziui ne-
sunkiai jrodome, kad jei X ir Y yra izomorfinés baigtinés dimensijos tiesinés
erdvés, tai ju dimensijos sutampa.

Pateiksime izomorfiniy tiesiniy erdviy pavyzdj. Tegul P[0,1] yra aibé
polinomuy, kuriy laipsnis nedidesnis uz k ir apibrézty intervale [0, 1]. Aisku,
kad P[0, 1] yra tiesinis poerdvis tolydziy funkciju tiesinés erdveés C|0, 1], jo
elementai yra ag + a1z + ... + apz®. Tada tiesinis operatorius

l: ag+arx+...4+apzk = (ag,a1,...,a;)7 € RF!

apibrézia bijekcija i§ Pg[0,1] i R¥*1. Taigi polinomy erdvé Pg[0,1] yra
izomorfigka vektoriy erdvei RF+1,



