2 skyrius

Normuotos erdves

2.1.

Tiesinés normuotos erdveés

Prisiminsime tiesiniy erdviy apibrézima.

1 apibrézimas. Aibé X yra tiesiné erdveé virs realiyjy skaiciy aibeés, jeigu
bet kuriems dviems elementams z,y € X ir bet kuriam A € R galima api-
brézti elementy sumg x + y € X ir sandauga i$ skaliaro ) - z € X taip, kad
teisingos aksiomos

1.

2.

7.

8.

r+y=y+x (sumos komutatyvumas);

x4+ (y+2z) =(r+y)+2z (sumos asociatyvumas);

. Egzistuoja nulinis elementas 0 € X, toks kad z 4+ 0 = «;

. Kiekviena elementa x € X atitinka prieSingas elementas (—z) € X,

toks kad x + (—x) = 0;

A (pea) = (M) -

Aty =Ac+ Ay

A+p)-z=X-x+p-x

Su kiekvienu elementu z € X teisinga lygybé 1-x = z.

Paprasciausias tiesinés erdvés pavyzdys yra baigtinés dimensijos erdvé
R9, kurios elementai yra vektoriai z = (21,72,...,74)7, 7; € R, o dvieju
vektoriy sumos ir sandaugos is skaliaro operacijos apibréziamos standartiniu
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62 2 SKYRIUS. NORMUOTOS ERDVES
budu, kaip tai daroma tiesinéje algebroje. Todél ir bendruoju atveju tiesinés
erdvés elementus daznai vadinsime vektoriais.

Dabar suformuluosime paprasciausias isvadas, kurios seka is siy aksiomy.
1 iSvada. Nulinis elementas yra vienintelis.

Irodymas. Tarkime, kad egzistuoja du nuliniai elementai 0; ir 0. Tada i$
treciosios ir pirmosios aksiomy gauname, kad

01(32)01%-02(2024-01@02-

Taigi 07 = 09, vadinasi nulinis elementas yra vienintelis. [

2 iSvada. Kiekvienam elementui x € X egzistuoja vienintelis priesingas
elementas.

3 iSvada. Jeiz 4y ==z, tai y =0.
Irodymas. Jrodymas seka is tokiy lygybiy

—
—

y@y+0@y+(x+(—m)) = (y+z)+ (—2)

Y@ty + (o) =a+ (o) 2o

—
N2

O

4 iSvada. 0-x =0.
Irodymas. Pasinaudoje aksiomomis jrodome, kad teisingos tokios lygybés

®) )

z+0.z2=1-2+0-2 = i

(140)-z=1-z = =z

Taigi  + 0 - z = x, tada is 3 iSvados gauname, kad 0 -2z = 0. OJ

5 iSvada. Elemento z prieSingas elementas (—x) tenkina sarysj

(—x)=—-1-=z.

6 iSvada. Lygybé x =y yra ekvivalenti lygybei z —y = 0.

Pateiksime pavyzdj tiesinés erdvés, kai X = R, taigi tiesinés erdvés el-
ementai irgi yra realieji skaidiai, bet dviejy skai¢iy suma ir sandauga is
skaliaro apibréziami kitaip, nei jprastiniai aritmetiniai veiksmai.
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1 pavyzdys. Imkime bijekcijos atvaizdj f : R — R, pazymékime atvirks-
tine funkcija ¢ = f~': R — R. Tada apibréziame sumavimo @ ir daugybos
i§ skaliaro ® veiksmus

r=a0y®pBoz=g(afly)+Bf(2).

Isitikinsime, kad gavome nauja tiesing erdve, t.y. patikrinsime, kad iSpildy-
tos visos tiesiniy erdviy aksiomos (pateikiame tik kai kuriy aksiomy analize,
kity aksiomy teisinguma patikrinkite savarankiskai).

Laoy:=g(f2)+fw)=9(f)+ f(z) =y®x;

2. Pasinaudoje bijekcijos atvirkstinio atvaizdzio savybe f(g(z)) = z,
gauname
@ (y@z)=g(f(x) +fy@2) =g[f(@)+ f(9(f) + [(2))]
=9(f(x)+ fly) + f(2)
=g[f(9(f(=)+ f()) + f(2)]
=g[f(@ay)+f(2)] =@y &z

3. Rasime nulinj elementa 0 € X, tokj kad
r®0=ux.

Patikrinkime, kad Sis nulinis elementas yra lygties f(z) = 0 sprendinys,
t.y. f(0) = 0. Tikrai, tada

z®0:=g(f(z)+ f(f)))
= g(f(x) +0) = g(f(z)) = .

Kaip pavyzdj imkime atvaizdj f(z) = 23 — 1, jo atvirkstinis atvaizdis
g(r) = Vx+1. Tada tokios tiesinés erdvés nulinis elementas yra
lygties

B =1

sprendinys, t. y. 0 = 1.

4. Parodysime, kad kiekviena elementa = € X atitinka priesingas elemen-
tas (—x) € X, toks kad = + (—x) = 0. I$ 5 iSvados seka, jog priesinga
elementg apskaic¢iuojame taip:

(—2) = (-1) 0z =g(-f(2))
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Kadangi f yra bijekcijos atvaizdis, tai toks elementas visada egzis-
tuoja.

Kaip pavyzdj vél nagrinékime bijekcija f(z) = 23 — 1, tada g(z) =
vx + 1. PrieSinga elementg apskaic¢iuojame formule

(—z) =1 — (23 -1) = /2 —a3.

Imkime elementa 2 = /2. Tada jo priesingas elementas yra

(—z) = (~32) = YT—3 = 0.

Aptarsime labai svarbig pastaba. Kadangi tiesinés erdvés X = R ele-
mentai yra realieji skaiciai, tai reikia skirti tris atvejus, kai kalbame
apie nulj:
o tiesinés erdvés nulinis elementas (pavyzdyje tai 0 = 1, jo priesin-
gas elementas aisku yra vél tas pats elementas),
« Sios erdves elementas 0 € X, jo priesingas elementas (—0) = /2.
o skaliaras 0 € R, nes tiesiné erdvé yra apibrézta virs realiyjy
skaiciy.

8. Su kiekvienu elementu z € X teisinga lygybé 1 ©® z = x. Pasinaudoje
sandaugos is skaliaro apibrézimu gauname

1oz :=g(f(z) ==
Priminsime, kad jei f(z) = 2% — 1, tai 0 = 1, taciau 8 aksiomoje

elementg x dauginame is skaliaro 1, o ne i$ nulinio elemento!

Dabar jvesime nauja tiesinés erdvés elementy mata.

2 apibrézimas. Funkcija || - || : X — R vadinama norma, apibréZta tiesi-
néje erdvéje X, jei su visais z,y € X ji tenkina tokias aksiomas:

(N1) |[z]| >0 ir ||z|]| =0 tada ir tada, kai = = 0.
(N2) A -zff = [A[flz]l, A€ R,
(N3) 2 +yll < llzll + lly]l-

Tiesiné erdve X, kurioje apibrézta norma || - ||, vadinama normuota tiesine
erdve.

Jeigu normos apibrézimo (N1) aksiomoje lygybeé ||z| = 0 gali buti iSpil-
dyta ir kai = # 0, tai tokia funkcija vadiname pusnorme ir Zymime | - |.
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3 apibrézimas. Tegul X yra normuota tiesiné erdvé. Dvi normos || - ||; ir
|| - ||l2 vadinamos ekvivalenciomis, jeigu egzistuoja tokie skai¢iai my, mg > 0,
kad teisingi jverciai

my|lzlli < |lzll2 < maollzl;, VzeX.

Dabar nagrinésime rysj tarp metriniy ir normuoty erdviy. Kiekvienoje
tiesinéje normuotoje erdvéje galime apibrézti metrika

d(z,y) = llz —yll (2.1)

Nesunku patikrinti, kad tada iSpildytos visos atstumo funkcijos aksiomos.
Taigi ir tiesinéms normuotoms erdvéms galime apibrézti elementy seky kon-
vergavima, nagrinéti Kosi sekas ir tirti gautyjy erdviy pilnuma.

Taciau ne kiekvienai metrinei erdvei galima parinkti tokiag norma, kad
galioty (2.1) lygybé. Tokioms metrikoms turi galioti lygybe

d(Az, \y) = [N d(z,y),

bet ji neispildyta, pavyzdziui, atstumo funkcijai

|z -y
d =27

4 apibrézimas. Tegul X yra normuota tiesiné erdvé ir imkime poaibj
Y € X. Tada Y yra vadinamas erdvés X poerdviu, jei Y pati yra tiesiné
erdvé (t.y. tenkinamos visos 8 aksiomos), o jos norma indukuoja erdves X
norma, susiaurinus apibrézimo sritj iki poaibio Y.

Y yra uzdaras tiesinés erdvés X poerdvis, jei ji yra poerdvis, o aibé Y
uzdara.

Sprendziant daugelj taikomuyjy uzdaviniy labai svarbus baigtinés dimen-
sijos poerdviai.
5 apibrézimas. Tegul X yra tiesiné erdvé. Jos elementai {z1,xo,...,z,}
yra vadinami tiesiskai nepriklausomais virs realiyjy skaiciy aibés R, jei lygtis
c1x1 + oz + -+ epxy =0

turi vienintelj sprendinj ¢c; = c3 = ... = ¢, = 0. Priesingu atveju Sie elemen-
tai vadinami tiesiskai priklausomais ir bent vienas i$ jy gali buti iSreikstas
tiesine kity elementy kombinacija

Tp =021+ F Qp—1Tf—1 T O 1Th41 + -0+ ATy
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1 uzdavinys. Imkime tolydziy funkciju C0, 1] tiesine erdve. Parodykite,
kad funkcijos {1, x,x2, ... ,x"} yra tiesiSkai nepriklausomos.

Dabar parodysime, kaip galima apibrézti spacialaus tiesinés erdvés X
pordvio dimensija. Pasirinkime X elementus x1,x2,...,x,. Tada aibé

Y:{x: ﬂ::clx1+62x2+...—|—cnxn}

sudaro tiesinj poerdvi Y C X (patikrinkite visas 8 aksiomas). Apibrésime Sio
poerdvio dimensija. Jei x1, 9, ..., x, yra tiesiskai nepriklausomi elementai,
tai dim(Y) = n. Priesingu atveju egzistuoja toks skaicius N < n, kad N
Sios aibés elementy yra tiesiSkai nepriklausomi (tokiy rinkiniy gali buti ne
vienas), o bet kurie (N + 1) elementai jau yra tiesiSkai priklausomi. Tada
dim(Y) = N. Kadangi i$ baigtinio skaiciaus elementy galime sudaryti tik
baigtinj skaiciy jvairiy rinkiniy, tai toks algoritmas yra konstruktyvus.

Dabar nagrinésime bendrajj atvejj.

6 apibrézimas. Tiesiné erdvé X yra baigtinés dimensijos, jei egzistuoja
toks N > 0, kad N Sios aibés elementy yra tiesiskai nepriklausomi, o bet
kurie N + 1 elementai jau yra tiesiskai priklausomi. Tada dim(X) = N.
Jeigu X néra baigtinés dimensijos erdve, tai sakysime, kad X yra begalinés
dimensijos erdvé.

7 apibrézimas. Jeigu dim(X) = N, tai bet kuri N tiesikai nepriklau-
somy jos elementu aibé {z1,z2,...,2y} yra vadinama tiesinés erdves X
baze. Tada kiekviena elementa x € X vieninteliu budu galime iSreiksti bazés
elementy tiesine kombinacija

r=cx1+coxe+ ... +CNTN.

Nesunku jrodyti, kad baigtinés dimensijos tiesinés erdvés X bet kurioje
bazéje yra toks pat elementy skaicius.

Be jrodymo pateiksime vieng svarby teiginj, kurj daznai naudosime musy
tolimesnéje analizéje.

2.1 lema. Tegul {x1,x9,...,xN} yra baigtinés dimensijos normuotos tiesi-
nés erdvés X bazé, tada egzistuoja toks skaicius v > 0, kad visiems
c1,-..,cN € R teisingas jvertis:

llcixy + coxa + ...+ enan|| > (|cl| + e+ + |cN|). (2.2)
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Ankstesnése paskaitose parodéme, kad toje pacioje elementy aibéje, ga-
lima apibrézti jvairias neekvivalencias metrines erdves, prisiminkime skaiciy
seky erdves £ ir £2. Situacija yra kitokia, kai nagrinéjame baigtinés dimen-
sijos normuotas tiesines erdves.

2.1 teorema. Baigtinés dimensijos normuotoje tiesinéje erdvéje X visos
normos yra ekvivalencios.

Irodymas. Tegul {x1,x9,..., 2N} yra tiesinés erdvés X bazé. Imkime bet
kokj Sios erdvés elementa = € X, tada jj galime uzrasyti kaip tiesine kombi-
nacija r = cix1+coxa+. . .+cyzy. Pasinaudoje normos trikampio nelygybe,
gauname jvertj

N N
[zll2 = [[c1@1 + c2z2 + ... +enanll2 < Z lcil [zill2 < ke Z |cil.
i=1 i=1

¢ia pazyméjome ko = maxj<;<n ||Z;||2, $i konstanta nepriklauso nuo z. Kita
vertus, i$ (2.2) jvercio gauname:

N N 1
2l > ) el = D lal< %Hﬂ?Hl-
i=1 i=1

Todeél teisinga pirmoji ekvivalen¢iy normy nelygybeé

k2

I|l1-
el

N
lzllz < ko ) leif <
i=1
Antroji nelygybeé
k
Izl < =lellz, k1= max [
72

1<i<N

jrodoma visai analogiskai. Cia 75 yra konstanta nelygybéje

N
lzllz 292 ) leil:
i=1
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2 uzdavinys. Nagrinékime n-mate tiesing erdve R™, jos elementai X =
(x1,29,...,2,) € R™. Apibréziame tokias normas (patikrinkite, kad jos
tenkina visas 3 aksiomas):

n 2 n
[X oo = max ||, [[X[l2 = <Z Iwz|2> X =D il
<i<n

i=1 i=1

Irodykite, kad Sios normos ekvivalencios, t.y. suraskite atitinkmas konstan-
tas my, mo.

8 apibrézimas. Pilna, normuota tiesiné erdvé vadinama Banacho erdve.

Jeigu normuota tiesiné erdvé néra pilna, tai ja galime papildyti iki pil-
nos taikydami bendraja papildymo schema, kuria iSnagrinéjome tirdami
metrines erdves. Gausime pilngjg erdve, kuri irgi yra tiesiné ir normuota.

Pateiksime Banacho erdviy pavyzdziy (atitinkamy metriniy erdviy pil-

numas buvo jrodytas ankstesnése paskaitose).

o Tolydziujy funkcijy erdvé Cla, b] su norma | f{loc = supsepap | ()]

o Apreéztyjuy skaiciy seky {x;} erdvé £°° su norma ||z||g~ = sup; |z;|.

« SkaiCiy seky {z;} erdvé (2 su norma ||z2 = (372, ]wi\Q)l/Q.



