1 skyrius

Metrines erdves

1.1. Realieji skaiciai

Su realiaisiais skaiciais susipazinote dar mokykloje, iSmokote juos naudoti
spresdami jvairius matematikos uzdavinius. Tokius skaic¢ius naudojome vi-
suose matemtikos, fizikos, mechanikos kursuose, kuriuos mokeétés iki sSiol.

Taciau sioje paskaitoje susipazinsime su dar vienu realiyjy skaiciy api-
brézimu, kuris svarbus keliais pozitriais. Pirmiausia jsitikinsime, kad sveiky-
ju ar racionaliyjy skai¢iy neuztenka net tada, kai bandome spresti labai pa-
prastus uzdavinius, pavyzdziui kvadratines lygtis. Tenka apibrézti platesne
skaiciy aibe — realiuosius skaicius. Tai darysime papildydami racionaliyjy
skaiciy aibe. Aisku, kad galima sugalvoti daug budy, kaip tai atlikti. Musy
pasirinktas budas yra:

e ekonomiskas — papildomai apibréziame minimalig aibe naujy skaiciy,

o efektyvus — gauname jau mums pazjstamg realiyjy skaiciy aibe, o ji
jau tinkama daugelio uzdaviniy sprendimui,

e universalus — tokj iSplétimo metoda naudosime daug karty visame
funkcinés analizés kurse.

Net ir paprasciausioje darbinéje veikloje bei buityje zmonéms reikéjo
skaiCiuoti jvairius daiktus, taip atsirado naturalieji skaic¢iai (teigiami sveikieji
skaiciai, kuriy aibe zymésime N) 1,2,3,..., nulis 0, ir neigiami sveikieji
skaiciai —1,—2, =3, .... Sveikyjy skaiciy aib¢ zymésime Z.

Taciau tokiy skaic¢iy aibés neuztenka, kai reikia du sveikus skaicius pa-
dalinti. Pastarajj fakta galime suformuluoti ir taip: tiesiné lygtis
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neturi sprendinio sveikyjy skaic¢iy aibéje. Tai, kad sveikyjy skaiciy aibé néra
labai universali matome ir atvaizdave ja geometriskai skaiciy tieséje — joje
uzpildyti tik atskiri taskai, tarp kuriy lieka dideli tarpai.

Priminsime svarbia aibiy galios savoka. Sakoma, kad dvi aibés A ir B
yra tos pacios galios, jei egzistuoja abibus vienareiksmis atvaizdis tarp aibiy
A ir B elementy. Aibé A yra baigtiné, jei ji turi baigtinj skaic¢iy n elementy,
prieSingu atveju ji yra begaliné. Aibé A vadinama skaicia, jei ji yra tos pacios
galios kaip ir naturaliyjy skai¢iy aibé N.

1 uzdavinys. [rodykite, kad N x N yra skaiti aibé, t.y. sugalvokite
abipus vienareiksmj atvaizdi N x N j N.

Tada apibréziame racionaliuvosius skaicius, kurie gali buti gauti padali-
nus viena sveikajj skaiciy i$ kito (daliklis negali buti 0)

Q={m/n, mneZ, n+0}.

Taigi racionaliyjy skaiciy aibé papildo sveikyjy skaiciy aibe taip, jog naujoje
aibéje atimties, sudéties, daugybos ir dalybos rezultatai visada yra iS tos
pacios aibés.

2 uzdavinys. [rodykite, kad Q yra skaiti aibé.

Tai, kad racionaliyjy skaiciy aibé yra daug informatyvesné uz sveikuosius
skaic¢ius matome atvaizdave ja geometriskai skaiciy tieséje. Net ir imant
nedidelj jy skaiciy

{n =500, m=0,1,...,n},

kompiuterio ekrane intervalas [0, 1] atrodo be tarpy uzpildytas taskais. Si ra-
cionaliyjy skai¢iy savybeé labai svarbi sprenziant daugelj sudétingy taikomujy
uzdaviniy, kai sprendinj randame aproksimuodami ji paprastesnémis funkci-
jomis. Beje, visuose kompiuteriuose tik racionalus skai¢iai yra naudojami
vykdant skai¢iavmus (prisiminkite kompiuterinés aritmetikos savybes).

Taciau ir racionaliyjy skaic¢iy aibé néra pakankamai plati. Spreskime
kvadratine lygtij

22 =2.

Isitikinsime, kad néra tokio racionalaus skaic¢iaus x = m/n, kuris buty Sios
lyties sprendiniu. Tarkime priesingai, kad toks skaicius egzistuoja. Skaiciai
m ir n neturi bendry dalikliy (jie yra tarpusavyje pirminiai), jei taip néra, tai
trupmenos skaitiklj ir vardiklj padaliname is jy didziausio bendro daliklio.
Tada gauname lygybe

m? = 2n?.
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Vadinasi m? yra lyginis skai¢ius, o taip gali buti tik tada, kai m yra lyginis
skaicius m = 2p. Tada gauname lygybe

2p? = n?,
taigi ir n yra lyginis skaic¢ius. O tai priestarauja musy prielaidai, kad m ir
n neturi bendry dalikliy.
Norint, kad duotoji kvadratiné lygtis turéty sprendinj, reikia iSplésti
racionaliyjy skaiciy aibe, ja papildyti naujais skaiciais.

Prisiminsime skaic¢iy seky ribos apibrézima. Ribos savoka yra labai
svarbi diferencialinio ir integralinio skaic¢iavimo teorijoje.

1 apibrézimas. Skaiciy seka {x,} turi ribg a, jei kiekvienam ¢ > 0 gali-
me rasti tokj N = N(g), kad visiems n > N teisingas jvertis |x, —a| < €.
Ribg Zymésime

lim z,, = a.

n—oo

Kol kas siame apibrézime visi skai¢iai x1,xo,...;a,e yra racionalieji.

Nesunku patikrinti, kad konverguojanti seka turi vienintele riba (jrody-
kite $j teiginj).

Pirmiausia parodysime, kad galime sudaryti racionaliyjy skaiciy sekas,
kuriy nariy kvadratai artéja prie 2. Spreskime kvadratine lygtj iteraciniu
Niutono metodu. Jeigu turime sekos narj x,, tai kita sekos narj randame
taip: .

Tni1 = % o (1.1)
Pradiniu artiniu pasirinke x; = 1, gauname racionaliyjy skaic¢iy seka
3 17 577
T2 127 4087 7
Pasirinke kitokj pradinj artinj x; > 0, gausime dar viena racionaliyjy skaiciy
seka {z,}. Isitikinsime, kad Siy sekuy nariy kvadratai artéja prie 2. Atlike
nesudétingus skaic¢iavimus, gauname lygybe

2 2
+ - b
" 4x2
taigi pradedant antruoju sekos nariu z2 > 2, n = 2,3, .... Kadangi tokiems
nariams teisingas jvertis
22 -2 1

n p—

<
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tai xi 41 nario paklaida galime jvertinti taip

a2, —2< (22 -2)<..

. < = (CC% —2).

o |

Vadinasi bet kokiems ¢ > 0 galime parinkti toki N = N(¢), kad 22 —2 < ¢,
kai n > N, taigi racionaliyjy skai¢iy seka {2} konverguoja
lim 22 = 2.
n—oo
Pateiktojo ribos apibrézimo pagrindinis trukumas, kad pirmiausia reikia
suformuluoti hipoteze, kam lygi skaiciy sekos riba, o tada jau galima tikrinti,
ar 8i seka tikrai konverguoja. Sprendziant realius uzdavinius, kai uzdavinio

sprendinj, kurio nezinome, norime aproksimuoti konverguojancia seka, toks
konverguojancios sekos apibrézimas yra visai nepraktiskas.

Todél ieskosime ekvivalenciy salygy, garantuojanciy sekos konvergavima,
kurias galima patikrinti naudojant tik sekos narius.

2 apibrézimas. Skaiciy sekq {x,} vadiname Kosi seka (angl. a Cauchy
sequence), jei kiekvienam € > 0 galime rasti tokj N = N(¢g), kad visiems
n,m > N, teisingas jvertis |x, — T,| < €.

Taigi skirtumas tarp Kosi sekos nariy yra kiek norima mazas, jei imsime
pakankamai didelius sekos indeksus. Panasiai, kaip ir konverguojacios sekos
nariai, jie grupuojasi vieno tasko kiek norima mazoje aplinkoje. Isitikinsime,
kad sitas panasumas néra atsitiktinis.

1.1 lema. Konverguojanti seka {x,} yra ir Kosi seka.

Irodymas. Jeigu seka {x,} konverguoja, tai kiekvienam ¢ > 0 galime rasti
toki N = N(¢g), kad visiems n,m > N, teisingi jver¢iai |z, — a| < €/2 ir
|z — a| < £/2. Tada, pasinaudoje trikampio nelygybe, gauname jvertj

|Ty — 2| = [(xn — a) = (, — a)| < |y —a| + |z — a] < e.

Lema jrodyta. [J

Taciau atvirkscias teiginys ne visada teisingas. Tuo jsitikinsime parode,
kad Niutono metodu (1.1) sudaryta kvadratinés lygties sprendinio artiniy
seka {z,} yra Kosi seka. Matéme, kad kvadratiné lygtis 22> = 2 neturi
sprendiniy racionaliyjy skaic¢iy aibéje, todél ir seka {z,} neturi ribos Sioje
aibéje.
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Taigi patikrinkime, ar {z,} yra Kosi seka. Nagrinédami jos konvergavi-
mg jrodéme, kad 22 > 2, kai n > 2, tada teisingas jvertis x,, > 1, kai n > 2.
Taip pat jrodéme, kad

|22, — 2| < iymi—m, n > 2. (1.2)
Imkime m > n, tada
[Ty — Tm| = |Tn — Tng1 + Tl — Tpg2 + 0+ Tine1 — Ty
< |@n = Tngr| 4 [Tng1 — Tpgo| + - F [Tt — Tl
Pasinaudoje Niutono sekos apibrézimu ir nelygybe x, > 1 gauname, kad

T

2‘< |22 — 2|
SR

2 _
|xn - xn+1| = gmn

Pasinaudoje (1.2) jver¢iu, panasiai jrodome, kad

ontt = e = [ < Fna 22 Ll =2
bk o 2ni1 2 4 2
Tesdami §j procesa, jrodome, kad
1 |22 -2
|Tnik — Tpyrs1| < * 9
Dabar jau galime jvertinti skirtuma
|22 — 2| 1 1 _2 0
o o] < = (L g+ 4 ) S5l

Kadangi seka {z2} konverguoja i 2, tai skirtumg |x,, — | galime padaryti
kiek norima mazu visiems n,m > N imdami N pakankamai didelj skaiciy.
Taigi {z,,} yra Kosi seka ir ji neturi ribos racionaliyju skai¢iy aibéje.

Dabar isplésime racionaliyjy skaiciy aibe taip, kad kiekviena Kosi seka
buty ir konverguojanti seka. Nagrinéjamo pavyzdzio atveju visos Niutono
metodu sudarytos sekos turi konverguoti prie naujo skaic¢iaus v/2.

Priminsime ekvivalentumo sarysiy ir klasiy apibrézimus, kurie apibendri-
na jprastine elementy lygybés savoka. Aibés A elementy binariniu sqrysiu
vadinamas bet kuris poaibis E C A x A. Jei (z,y) € E, tai sakome, kad
elementas © € A yra susijes su elementu y € A sarySiu F, tai Zymésime
zEy.

Aibés A elementy binarinis sarysis F vadinamas:
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o refleksyviu, jei x Fx su kiekvienu x € A;
e tranzityviu, jei is x By, yEz iSplaukia zFEz;
o simetrisku, jei i x Py isplaukia yEz.

Refleksyvus, simetriskas ir tranzityvus sarysis vadinamas ekvivalentumo
sarysiu. Jei F yra aibés A ekvivalentumo sarysis ir z € A, tai aibé

2] ={y: yeA, yBz}
vadinama ekvivalentumo klase, atitinkancia elementa x.

3 uzdavinys. Sakome, kad du sveikieji skaiciai m ir n yra lygus mo-
duliu p (Zymime m = n mod (p)) tada ir tik tada, kai m — n dalijasi i$
p. Patikrinkite, kad lygybé moduliu p yra sveikyjy skaic¢iy ekvivalentumo
sarysis.

3 apibrézimas. Dui Kosi sekos {x,,} ir {yn} yra vadinamos ekvivalencio-

mis, {zn} = {yn}, jei lim |z, —y,| = 0.
n—oo
Nesunku patikrinti, kad teisingi tokie teiginiai
1. {z,} ={xn}.
2. Jei {x,} = {yn}, taiir {y,} = {z,}.
3. Jei {zp} ={yn} ir {yn} = {20}, tai {z,} = {2.}.

Todél tikrai turime ekvivalentumo sarysj tarp Kosi seky.

4 apibrézimas. Bet kurig Kosi sekq {x,} susiejame su visomis jai ekvi-
valenciomis sekomis. Visos tokios sekos sudaro ekvivalentumo klase x =
{xn}]. Bet kuri seka {x,}, priklausanti x, yra vadinama jos atstovu.

Ekvivalentumo klasés padalina visas Kosi sekas j atskiras grupes ir nei
viena seka {x,} negali priklausyti dviems skirtingoms klaséms.

Dabar jsitikinsime, kad seky ekvivalentumo klases galime palyginti, tai
yra sekoms apibendriname sarysius didesnis, maZesnis, lygus. Tarkime, kad
sekos {x,} ir {y,} priklauso skirtingoms ekvivalentumo klaséms z ir y. IS
apibrézimo seka, kad tada butinai egzistuoja toks € > 0, kad visiems n >
Nj yra teisingas jvertis |z, — y,| > 2¢. Kadangi {y,} yra Kosi seka, tai
egzistuoja toks No = Na(e), kad |y, — ym| < €, kai m,n > N,. Pasinaudoje
Siomis nelygybémis jrodome dviejy skirtingy Kosi seky atskiriamumo jvertj

|$n_ym| > €, n,m>N:max(N1,N2).
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Remiantis gautuoju jver¢iu nesunku jrodyti, kad jei sekos {x,} ir {y,} pri-
klauso skirtingoms ekvivalentumo klaséms x ir y, tai egzistuoja toks Np, kad
visiems n, m > Ny teisinga viena i$ nelygybiy z,, > y,, arba x, < y,,. Taigi,
panasiai kaip racionaliuosius skaicius, galime lyginti ekvivalentumo klases,
teisinga, kad x < y arba x = y arba x > y.

5 apibrézimas. Realieji skaiciai yra racionaliyjy skaiciy Kosi seky ekvi-
valentumo klasés x, jy aibe Zymésime R.

Racionalieji skai¢iai x = m/n irgi priklauso realiuju skaic¢iy aibei, skai¢iy
x atitinka ekvivalentumo klasé, kurios atskiru nariu yra stacionari Kosi seka
T, X, T,. ...

Realiyjy skaiciy aibéje apibréziame aritmetines operacijas. Tegul Kosi
sekos {z,} ir {y,} yra atstovai ekvivalentumo klasiy z ir y. Tada dvieju
realiyjy skai¢iy suma x + y, skirtumu x — y, sandauga zy ir dalyba z/y
(y # 0) vadinsime ekvivalentumo klases, kurioms atitinkamai priklauso Kosi
sekos {zn + yn}, {zn — yn}, {Tn¥n}, {Tn/yn}. Nesunku patikrinti, kad
tokiy aritmetiniy veiksmuy rezultatas nepriklauso nuo atstovy {x,} ir {y,}
parinkimo.

Siuo papildymo metodu atlike racionaliyjy skaiciy aibés isplétimg iki
realiyjy skaiciy aibés, automatiskai garantuojame svarbig savybe — kiekviena
racionaliyjy skaiciy Kosi seka {x,} konverguoja j jos ekvivalentumo klase
x (realyji skaiciy). PrieSingu atveju i$ Kosi seky atskiriamumo nelygybeés
sekty, kad seka {z,} negali priklausyti klasei x.

Tirsime kita svarby klausimg — ar realiyjuy skaic¢iy aibé yra pilna, t.y.
ar realiesiems skai¢iams Kosi sekos savybé yra butina ir pakankama sekos
konvergavimo salyga. Tai, kad kiekviena konverguojanti seka yra ir Kosi
seka jau matéme, taigi salygos butinumas akivaizdus.

Pirmiausia jsitikinsime, kad racionaliyjy skaiciy aibé yra tirstas raliyjuy
skaic¢iy poaibis. Imkime x € R, pasirinkime bet kurj Sio skaiéiaus ekvi-
valentumo klasés atstova — racionaliyjy skaic¢iy Kosi seka {z,}. Kadangi
lim,, o z, = x, tai kiekvienam e > 0 galima surasti tokj sekos narj z,,, kad
teisingas jvertis |z,, — z| < e. Taigi jrodéme, kad bet kurj realyjj skaiciy
norimu tikslumu galima aproksimuoti racionaliaisiais skaiciais.

Racionaliyjy skai¢iy aibé Q yra skaiti. Vadinasi realiyjy skaiciy aibé R
turi visur tirSta skaitujj poaibj. Tokia aibé (tiksliau, metrinés erdve, bet
kaip matysime R yra ir metriné erdvé) vadinama separabiligja.

Tirdami realiyjy skaiciy aibés pilnuma vél naudosime papildymo metodo
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schema. Kiekvienai realiyju skaiciy Kosi sekai {f,}, ¢ia f, € R, priskirsime
jai ekvivalenciy seky klase f. Reikia issiaiskinti ar f yra realusis skaicius, o
gal vél gauname skaiciy, kuris iSplecia realiyjy skaiciy aibe.

Imkime Sios klasés atstova {f,} ir kickvienam f,, parinkime tokj racio-
naly skai¢iy x,, kad buty teisingas jvertis |f, — x,| < 1/n (tai padaryti
visada galime, nes racionalieji skaic¢iai sudaro tirsta realiyjy skai¢iy poaibj).
Parodysime, kad gautoji seka {x,} yra racionaliyju skai¢iy Kosi seka. Na-
grinékime dviejuy sekos nariy skirtuma:

‘xn - xm’ < ‘xn - fn’ + ’fn - fm‘ + ‘xm - fm‘
<1/n+|fn— fm|+1/m.

Kadangi { f,} yra realiuju skai¢iy Kosi seka, tai kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja
toks N1 = Ni(¢), kad |fn, — fin] < €/3, kai n,m > N;. Tada imdami n,m >
max (N1, 3/e) gauname jvertj |z, —x,| < €, t.y. {z,} yraracionaliyjy skai¢iy
Kosi seka. Pazymékime jos ekvivalentumo klase x (tai realusis skaic¢ius). IS
sekos {z,} sudarymo seka, kad

lim ’xn - fn’ =0,
n—0
todél ji yra ekvivalenti realiyju skaic¢iy Kosi sekai {f,}, vadinasi jos abi

priklauso tai paciai ekvivalentumo klasei. Taigi = f, ir z yra realiyjy
skaiciy Kosi sekos { f,,} riba.



