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1.2. Kompaktiskos aibés ir juy savybeés

Sioje paskaitoje susipazinsime su svarbiomis realiyjy skai¢iy aibiy savy-
bémis, jos bus naudojamos bei apibendrintos kitose paskaitose.

Imkime du realiuosius skai¢ius a < b. Realiyjy skaic¢iy atviruoju in-
tervalu vadinsime aibe skaiciy x € R, tenkinanciy jvercius a < x < b, ji
zymesime (a, b).

Uzdaruoju intervalu vadinsime aibe skaic¢iy x € R, tenkinanciy jvercius
a < x <b,ji zymesime [a, b].

6 apibrézimas. Realiyjy skaiciy aibé S C R yra atvira, jei kiekvienas
jos taskas x € S yra centras atvirojo intervalo, priklausancio aibei S, t.y.
egzistuoja toks € = e(x) >0, kad (x —e, z+¢) C S.

Anksc¢iau mes pateikéme atvirojo intervalo apibrézimg. Taciau tokia
aibé nebutinai turi buti atviroji pagal naujg apibrézima, tai reikia patikrinti
(tiesa, pageidautina, kad naudojamieji matematiniai terminai buty neklaidi-
nantys, kad jie padéty spresti uzdavinius). Tiesiogiai panaudoje apibrézima
gauname, kad atvirasis intervalas (a,b) yra atviroji aibé. Tadiau uzdara-
sis intervalas [a,b] néra atviroji aibé, nes intervalo galai a ir b negali buti
centrais atviryju intervaly, kurie yra [a, b] poaibiai.

Uzdaras aibes patogu apibrézti konstruktyviai papildant atviras aibes
visais juy ribiniais taskais. Tai dar vienas bendros papildymo jdéjos taikymas,
S} buda isnagrinésime apibrézdami uzdaras aibes metrinése erdvése. O Sioje
paskaitoje pateiksime ekvivalenty apibrézima.

7 apibrézimas. Realiyjy skaiciy aibé S C R yra uZdara, jei kiekvienos
konverguojancios sekos {x,} C S riba irgi priklauso aibei S.

Irodysime, kad uzdarasis intervalas [a,b] yra uzdaroji aibé. Tarkime,
kad {z,} C [a,b] ir limy sz, = 2. Jeiz < a, taia —x = ¢ > 0 ir
Tp — & =Ty —a+a—x > ¢ visiems n. O tai priestarauja prielaidai, kad
limy, 00 p, = x, taigi a < z. Analogiskai jrodome, kad z < b, taigi x € [a, b].

8 apibrézimas. Realiyjy skaiciy aibé S C R yra aprézZta, jei egzistuoja
toks skaicius M, kad visiems x € S teisingas jvertis |z| < M.

Taigi i$ apibrézimo gauname, kad apréztoji aibé S priklauso uzdaram
intervalui [—M, M|, t.y. S C [-M, M].
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Dabar istirsime konverguojanciy ir Kosi seky apréztuma. Pirmiausia
isitikinsime, kad kiekviena konverguojanti seka {z,} yra aprézta. Tegul
lim x, = a. Tada egzistuoja toks N, kad visiems n > N yra teisingas
n—oo
ivertis |z, — a| < 1. Sekos apréztumo konstanta galime imti tokia

M = max {|21], |z2],. .., |zn], |a| + 1}.

Panasiai galima jrodyti, kad ir kiekviena Kosi seka {z,} yra aprézta.

9 apibrézimas. Aibé S C R vadinama aprézta is virsaus, jei egzistuoja
toks skaicius b € R, kad x < b visiems x € S. Panasiai apibréziame ir aibés
apréztumq is apacios.

Nagrinédami taikomuosius uzdavinius mes dazniausiai galime iSmatuoti
tik dalj sekos {x,} nariy, t.y. turime informacija tik apie tam tikra posekj.
Kokias isvadas i$ tokios informacijos galima padaryti apie visos sekos savy-
bes? Priminsime matematinés analizés kurse jrodytas seky savybes.

1.2 lema. Tarkime realiyjy skaiciy seka {x,} konverguoja ir lim xz, = x.
n—oo

Tada ir bet kuris Sios sekos posekis {zy, } konverguoja i x. Ir atvirksciai,

jei konverguojancios sekos posekis {xy,} konverguoja j x, tai ir visa seka

konverguoja j ta pacia riba.

Aigku, jei nezinome ar seka konverguoja, tai i jos posekio {z,,} konver-
gavimo neseka visos sekos konvergavimas. Pavyzdziui, nagrinékime seka
{1,-1,1,—-1,...,}, jos nelyginiy nariy posekis {1,1,...,} konverguoja, bet
seka ribos neturi.

Taciau norint jrodyti, kad Kosi seka konverguoja, pakanka jsitikinti, kad
kuris nors jos posekis konverguoja. Sis rezultatas yra jdomus tada, kai aibeé,
kurioje apibrézti sekos nariai nebutinai yra pilna. Tada Kosi sekos savybé
néra ekvivalenti konverguojancéiai sekai ir gauname patogy jrankj Kosi sekos
konvergavimui tirti.

1.3 lema. Jei Kosi seka {x,} turi konverguojantj posekj {x, }:

lim z,, =z,
k—o0

tai ji ir pati konverguoja j x.

Irodymas. Kadangi posekis {z, } konverguoja, tai kiekvienam ¢ > 0 egzis-
tuoja toks N1 = Nj(e), kad

|zp, — x| <e/2, jei np> Nj.
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Seka {x,} yra Kosi seka, todél egzistuoja toks N = N(e), kad
|Tn, — x| <€/2, jei n,m > No.
Imkime N = max (N7, N2), tada
|y — x| < |ap — 2p, | + |20, —2| <&, jei n,ng>N.

Lemos teiginys jrodytas. [

Kol kas apibrézéme dvi svarbias aibiy savybes — uzdaruma ir apréztuma.
Jas abi susieja dar viena svarbi aibiy savybé — jos kompaktiskumas.

10 apibrézimas. Realiyjy skaiciy aibé S C R yra kompaktiska, jeigu is
kiekvienos sekos {x,} C S galima isskirti konverguojantj posekj {x,, }, kurio
riba x € S.

Irodysime svarbig Bolcano - Vejerstraso teorema apie kompaktiskas ai-

bes.

1.1 teorema. Realiyjy skaiciy aibé S C R yra kompaktiska tada ir tik
tada, kai ji yra uzdara ir aprézta.

Irodymas. Pirmiausia jrodysime 8iy salyguy butinuma. Tarkime, kad aibé
S C R yra kompaktiska. Patikrinsime ar tokia aibé yra uzdara ir aprézta.

Imkime konverguojancia seka {z,} C S. Nezinome ar jos riba priklauso
aibei S. Kadangi S yra kompaktiska, tai galime isskirti konverguojantj
posekj {z, }, kurio riba € S. Bet tada, remiantis 1.2 lema, ir visa seka
{z,,} turi konverguoti j € S, taigi aibé S yra uzdara.

Dabar jrodysime aibés S apréztuma. Tarkime priesingai, kad aibé S
néra aprézta. Tada galime rasti tokia seka {x,}, kad |z,41| > |zn| +1, n =
1,2,.... Siseka negali turéti Kosi posekio, taigi ji neturi ir konverguojancio
posekio, o tai priestarauja prielaidai, kad aibé S yra kompaktiska. Gautasis
priestaravimas ir jrodo, kad S yra aprézta.

Irodysime salygy pakankamumag, t.y. jei S C R yra uzdara ir aprézta
aibé, tai ji kompaktiska. Kadangi S yra apréztoji aibé, tai ji priklauso
intervalui S C [-M, M]. Imkime seka {z,} C S. IS jos turime isskirti
konverguojantj posekj {z,, }. Dalinkime intervala I = [—M, M| pusiau j
du intervalus [—M,0] ir [0, M]. Bent vienam i$ ju, §j intervala Zymeésime
1, turi priklausyti be galo daug sekos nariy. Pasirinkime vieng tokj narj ir
pazymékime ji x,, € I;. Tesdami 8} procesa, dalinkime pusiau intervalg I,
tada viena jo dalis, ja Zymeésime Io, turés be galo daug sekos {z,} nariy,
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pasirinkime z,, € I toki, kad ny > n;. Taip gausime posekj {z,, }, kuris
apibrézia Kosi seka (nes intervaly Iy, ilgiai artéja i nulj). Kadangi S C R,
o R yra pilnoji aibé, tai Kosi seka {z,,} konverguoja j x € R. Kadangi
{zn, } C S, 0 aibé S yra uzdara, tai z € S. O

Kiekvienai baigtinei realiyjy skaic¢iy aibei x1,x9,...,x, egzistuoja di-
dziausias ir maziausias nariai:

max x;, min x;.
1<i<n 1<i<n

Jei aibé yra begaliné, tai net apréztoji aibé gali neturéti nei didziausiojo nei
maziausiojo nario. Kaip pavyzdj nagrinékime realiyjy skaiéiy aibe

1 12 2 n—1 n-1
27 2737 37"'7 n ) n IR

11 apibrézimas. Skaicius x € R yra aibés S tikslusis virsutinis rézis, jei

o I yra aibés S virsutinis rézis;
o jei z € R ir z < z, tai butinai egzistuoja toks y € S, kad y > z.

Tikslusis virsutinis rézis zymimas sup S. Analogiskai apibréziamas aibés
S tikslusis apatinis rézis inf S.

IS apibrézimo seka, kad aibés tikslusis virSutinis arba apatinis rézis gali
buti tik vienas. Jeigu sup S € 9, tai jis vadinamas aibés S maksimaliuoju
elementu ir Zymimas max S (analogiskai, jeigu inf S € S, tai jis vadinamas
aibés S minimaliuoju elementu ir Zymimas min S).

1.2 teorema. Jeigu realiyjy skaiciy aibé S C R yra aprézta is virsaus, tai
ji butinai turi tikslyjj virsutinj rézj.

Irodymas. Naudosime ta patj srities skaidymo metoda, kaip ir jrodydami
Bolcano - Vejerstraso teorema. Sudarysime seka {yx} C S, konverguojancia
i tikslyji virsutinj rézj. Pasirinkime xy € S ir pazymékime uzdarg intervalg
I, = [x1,b]. Jam priklauso bent vienas elementas x; € S, pazymékime jj
y1 = z1. Imkime intervalo I; vidurio taska z; ir padalinkime I; j du naujus
intervalus

1171 = [.%'1,2’1], 1172 = [Zl,b].

Intervala I pasirenkame taip:

{I 1,2, jeijam priklauso bent vienas S elementas,
2 =

I 1, kituatveju.
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Pasirenkame elementa y € S N Io. Sj dalijimo pusiau procesa pratesiame
ir gauname Kosi seka {yx} C S, konverguojancia i aibés S tikslyjj virSutinj
rézj sup S.

Analogiskas teiginys teisingas apie apréztos iS apacios aibés S tikslyjj
apatinj rézj inf S.



