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1.8. Metriniy erdviy papildymas

Jeigu metriné erdvé néra pilna, tai labai svarbu iSmokti ja papildyti
(ispleésti) iki pilnos erdvés. Sieksime tai padaryti taip, kad iSpléstoji erdve
bty kuo artimesné duotajai. Sioje paskaitoje apibendrinsime metoda, kurj
naudojome papildydami raconaliyjy skaiciy aibe Q iki realiyjy skaiciy aibés
R.

Tarkime, kad turime dvi metrines erdves (Xi,d;) ir (Xo,ds), tarp ju
elementy apibréztas bijekcijos atvaizdis (t.y. abipus vienareiksmis atvaiz-
davimas) x1 <> w9, ¢ia 1 € Xy, 9 € Xo. Sis atvaizdavimas vadina-
mas izometriniu, jei paémus bet kokias susietujuy elementy poras (z1,y1)
ir (xo,y2) teisinga lygybe

di(z1,91) = d(x2,y2), kai 1 < x2, y1 < yo.

27 apibrézimas. Metrinés erdveés (X d) Kosi sekos {x,}, {yn} vadinamos
ekvivalenciomis, jei

d(xn,yn) — 0, kai n — occ.

1.16 teorema. Kiekvienai metrinei erdvei (X,d) egzistuoja izometrinis bi-
jekcijos atvaizdis su kita metrine erdve X, kuri yra tirstas pilnos metrinés
erdvés (X, d) poerdvis. Metriné erdvé X yra vadinama erdvés X papildiniu.

Irodymas. Kiekviena metrinés erdveés X Kosi seka { f,,} susiejame su visy jai
ekvivalenciy Kosi seky klase F'. Visy ekvivalentumo klasiy aibe pazymékime
X (musy tikslas ir bus parodyti, kad tai yra ieskomasis metrinés erdves X
papildymas iki pilnos erdves).

Kiekviena elementa f € X susiesime su stacionaria Kosi seka {f, f,...}.
Ekvivalentumo klase F', kuriai priklauso $i seka (tokia klasé yra vienin-
tele), vadinsime stacionaria ekvivalentumo klase. Visy stacionariy klasiy
aibe pazymeésime XcX

Apibrézkime metrikg aibéje X:

d(F,G) = lim d(fa,g,), VF,Ge€X,
n—oo

¢ia {fn} € F, {gn} € G yra atitinkamy ekvivalentumo klasiy atstovai. Isi-
tikinsime, kad riba egzistuoja, nepriklauso nuo atstovy parinkimo, o funkcija
d(F,G) tenkina visas atstumo funkcijos aksiomas.

Tirkime ribos egzistavima. Parodysime, kad {d(f,, gn)} yra Kosi seka.

IS trikampio nelygybés metrikai d(z,y) gauname:

d(fn,gn) < d(fn, fm) + d(fmagm) + d(gmagn)a
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todeél

Panasiai jrodome ir nelygybe

d(fmy gm) — d(fns gn) < d(fins fn) + d(gn, Gm)-

I8 8iy nelygybiy ir simetriskumo aksiomos, gauname jvertj

d(frs gn) — d(fms gm)| < d(fr, fn) + d(Gm; gn)-

Kadangi {f,} ir {gn} yra Kosi sekos, tai d(fn, fm) — 0, d(gn,gm) — 0, kai
n, m — oo, todél

ld(fns gn) — d(fm> gm)| — 0, kai n,m — oo.

Vadinasi {d(fn,gn)} yra Kosi seka ir jos riba egzistuoja, nes realiyjy skaiciy
metriné erdvé R yra pilna.

Irodysime, kad $i riba nepriklauso nuo ekvivalentumo klasiy atstovy
{fn} € F, {gn} € G parinkimo. Tarkime, kad pasirinkome kitus atstovus
{fl} e F,{g,} € G. Tada i$ trikampio nelygybés gauname

A(fr, gn) < d(fn, 1) + d(fr, 9n) + d(gh, gn)-

IS ekvivalentumo klasiy apibrézimo seka, kad
d(fn, f1) =0, d(g,,g9,) = 0, kai n — oo,
todel
lim d(fn,gn) < lim d(f;, g,)-
Analogiskai jrodome, kad

lim_d(f;,6,) < Tim d(fa, go),

n—oo

vadinasi limy,—e0 d(frn, gn) = limy, 00 d(f},, g},)-
Dabar patikrinsime, kad funkcija d(F,G) tenkina visas metrikos ak-
siomas.

(M1) Kadangi d(fn,gn) > 0, tai pasinaudoje ribu savybémis, gauname

d(F,G) = li_)rn d(fn,gn) > 0.
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(M2) Jei F = G, tai imkime ta pacia seka atstovais abiejuy ekvivalentumo
klasiy, {f,} € F ir {f,} € G. Tada

d(F,G) = Jl_)ngod(fnafn) = 0.

Jei d(F,G) = 0, tai visoms Kosi sekoms {f,} € F ir {gn} € G yra
teisinga lygybé

nlglolo d(fnsgn) =0,
taigi F' = G.

(M3) Atstumo funkcijos simetriskuma jrodome pasinaudoje metrikos d(z, y)
simetriskumu:

~ A~

d(F,G) = 1i_{n d(frn,gn) = li_>m d(gn, fn) = d(G, F).

(M4) Pasirinkime ekvivalentumo klasiy F,G, H € X atstovus {f,} € F,
{gn} € G, {h,} € H. Trikampio nelygybe irodome pasinaudoje
metrikos d(x,y) savybémis ir riby skai¢iavimo taisyklémis:

A(F,G) = lim d(fn, gn) < lim (d(fn, hn) + d(hn, g0))

lim d(fn,hn) + lim d(hn, gn) = d(F,H)+d(H,G).
n 0. ] n—oo

IN

Dabar jrodysime, kad tarp metriniy erdviy X ir X elementy egzistuoja
izometrinis bijekcijos atvaizdis. Kiekvienos stacionarios ekvivalentumo kla-
sés F' € X atstovu imkime jai priklausancia vienintele stacionaria Kosi sekg
{f,f,...} € F. Tokiu budu apibréziame bijekcijos atvaizdj f <> F. Kitai
stacionariai ekvivalentumo klasei G € X atstovu pasirinkime jos stacionarig
Kosi seka {g,g,...} € G. Tada teisingos lygybés

~

d(F7 G) - nlgrolo d(fnagn) - d(f, 9)7

taigi atvaizdis tarp metriniy erdviy X ir X yra izometrinis.

Isitikinsime, kad X yra tirstas erdves X poerdvis. Imkime bet kokj erdvés
X elementa F' € X ir pasirinkime jo atstovg Kosi seka {fn,} € F. Tada
kiekvienam € > 0 egzistuoja toks skaicius N, kad visiems n, m > N, teisinga
nelygybé d(fn, fm) < £/2. Imkime N > N, ir sudarykime stacionaria Kosi
seka {fn, fn, ...}, kuri priklauso stacionariai ekvivalentumo klasei FN € X.
Ivertinsime atstumg tarp F ir FV

. ) €
d(F, FY) = lim d(fn, fn) < 5 <e,
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taigi kickvienam F € X galime rasti kiek norime arti esantj elementa IV €
X, taigi X yra tirsta erdvéje X.

Licka jrodyti, kad X yra pilna metriné erdve. Imkime Kodi sekg {F,} C
X, reikia parodyti, kad tokia seka butinai turi riba. Kiekvienam elementui
F,, parinkime jo atstovg — Kosi seka {f,g,?)} € F,, ¢ia visi fy(r?) € X. Tada
egzistuoja toks N = N,,, kad

d(fr(;f%fkn)) < % Vm,k > N = N,,.

Pazymékime f, = f](\z) ir sudarykime stacionaria Kosi seka {fn, fn,---},

kuri priklauso stacionariai ekvivalentumo klasei F™ € X . Tada jvertiname
atstuma tarp ekvivalentumo klasiy F,, ir F™:

S

d(F", Fy) = lim_d(fm, f3) < .
Parodysime, kad { f,,} yra Kosi seka. Po nesudétingu pertvarkymu, gauname
(pirmoji lygybeé seka i$ atvaizdavimo izometrijos):

A(fn, fm) = d(F™, F™) < d(F", F,)) + d(Fy, Fpp) + d(Fp, F™)

1 - 1
<~ d(Fy, Fy) + —.
n m

Kadangi {F,} yra Kogi seka, todéel d(F,, Fy,) — 0, kai n,m — oo. Taigi
irodéme, kad
d(fn, fm) — 0, kai n,m — oo,

vadinasi {f,} yra Kosi seka. Imkime ekvivalentumo klase F € X, kuriai
priklauso seka {f,} € F, patikrinkime hipoteze, kad §i klasé ir yra sekos
{F,} riba. Is trikampio nelygybés gauname

. . . 1
d(F,F,) < d(F,F") + d(F", F,) < 1i£n d(fm, fn) +— — 0, kai n — oo,
m—o0 n

nes {f,} yra Kosi seka. Parodéme, kad Kosi seka {F,} konverguoja i F
metrinéje erdvéje X, vadinasi X yra pilna erdve. [J

Panagrinékime klausima, kokia metrine erdve gausime pritaike papil-
dymo schema erdvei X, kuri jau yra pilna. Tada kiekviena jos elementy
Kosi seka {f,} C X konverguoja f, = f € X, kai n — oo. Vadinasi
galime apibrézti izometrinj bijekcijos atvaizdj tarp metriniy erdviy X ir X:
kiekvienai ekvivalentumo klasei F' € X imkime jos atstova — Kosi seka {f,,},
kurios riba f € X tada ieskomas atvaizdavimas yra f <> F.
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11 pavyzdys. Nepilng tolydziyjy funkcijy metrine erdve Cp(a,b) papil-
dome iki pilnos metrinés erdvés Ly(a,b). Ja sudaro integruojamos intervale
(a,b) funkcijos

b
Lat) = {f5 [ 1f@Fd<oc)
su ta pacia metrika
(12150 — o) " e, ai p>1,

JP1F() — gt dt, kai 0<p < 1.

d(f,g9) =



