3. Diskretizavimo mtodai

3.2. Diskreciojo modelio samprata.

Kaip jau zinoma i§ anksCiau tamprumo teorijos zdaviniy matematiniai modeliai yra apras
omi diferencialinémis lygtimis ir formuluojami kaip krastiniai uzdaviniai. Analizinis tokiy uzd
aviniy sprendimas yra sudétingas, o tikslus sprendinys yra gaunamas tiesiogiai integruojant ly
gtis. Tikslus sprendinys yra universalus, taciau jis gaunamas, kaip taisykle, tik taisyklingos for
mos sritims ir esant paprastoms krastinéms salygomes.

Siuolaikiniai skaitiniai matematikos metodai ir kompiuterinés technologijos orientuotos j
apytikslj mechanikos uzdaviniy sprendima. Siekiant iSspresti skaitiskai, funkcinis matematinis

modelis turi biiti transformuotas j algebrinj uzdavin;.

Tradiciskai kontinuumo mechanikos yra kontinualiosios struktiiros. Savoka kontinuuma
s reiskia vientisa fiziné terpeé (kiina ar fizinj lauka). Esminis kontinuumo bruozas, kad jis yra s
udarytas i$ begalinio materialiyjy tasky skaicCiaus. Kontinuumo tolydumo prielaidos taikomos
visoms jo savybéms ir iSoriniams poveikiams. Butent Sios savybés apibrézia tolydumo reikalav
imus. Krastinio uzdavinio transformacija j algebrinj pavidala yra tapatinama su kontinualaus
modelio diskretizavimu.

Terminas diskretusis Siuo atveju apibudina struktiras (objektus ar reiskinius), kurie apra
Somi baigtiniu skai¢iumi kintamyjy ar kity rodikliy. Tokios struktiiros yra sudarytos i$ jvairiy
smulkesniy sudétiniy detaliy — elementy. Tokoy elementy sudarymas, apraSymas ir panaudoji
mas sudétingesnéms struktiroms modeliuoti yra nattralus bidas, kuriuo ilgus metus naudojos
i ir naudojasi daugelio sriciy inzinieriai. Pradéjus taikyti kompiuterines skai¢iavimo technologi
jas diskretizacijos technika buvo standartizuota ir unifikuota. Isskiriant formaliasias savybes ji
tapo tam tikru Sablonu, kuriame dominuoja formalas euristiniai principai ir loginiai rysiai, o m
atematinés priklausomybés tik apraso kiekybinius rysius. Kontinuumo sutapatinimas su diskre
tine struktira yra matematinés abstrakcijos rezultatas.

Galima pastebeti, kad diskreciojo modelio sudarymas néra vienareiksmis procesas. Jis re
miasi matematikos ziniomis apie uzdavinio diferencijalinius operatorius, funkcijy tolyduma, kr
astines salygas ir t. t., o taip pat informacija apie fizinius reiskinius — stebéjimus, eksperimento
rezultatus, inzinieriy praktika ir t. t. Tik nagrinéjamo objekto supratimas jgalina pasirinkti tin
kama diskreditacijos buda ir gauti patikimus modeliavimo rezultatus.

Paprastumo délei apsiribosime tiesiniu statikos uzdaviniu. Tokio uzdavinio matelatinis m

odelis yra jums gerai zinomas ktrastinis zdavinys.



Taigi diskretusis modelis apraso diskreciaja struktiira, kurios bivis appibtidinamas baigti
niu skai¢iumi nezinomy rodikliy. Sie rodikliai sudaro vektoriy U. I$oriniai poveikiai, jskaitant
krastines salygas, aprasomi zinomu vektoriumi £ Jeigu struktiros savybes aprasytume koefici
enty matrica [A], tai diskretinés sistemos elgesj galima bty aprasyti tiesiniy algebriniy lygciy

sistema.

Matricine forma:

[AJu=F (3.5)

Apsiribosime tik §iuo jo aprasymu.

Diskretizavimo metodas yra budas, kurio pagalba pradiné struktira paverciama diskreci
aja struktira. Jis apima rodikliy identifikavima ir matematinio modelio (1) sudaryma. Tai sudé
tingas procesas. Kalbédami apie diskretizacija s, tiesinj modelio (1) sudarymo principus, gali
ma panaudoti ir sudétingesnéms iSraiSkoms, aprasanc¢ioms pacius sudétingiausius reiskinius.

Kaip jau minéta, atsizvelgiant j kontinuumo savybes, galimi jvairts diskretizavimo budai
. Diskretizavimo biidai naudojo jvairias prielaidas ir hipotezes, kuriy pagalba identifikuojami k
ontinualiiosios struktaros buvj aprasantys kintamieji ir kiti rodikliai. Vieni i§ metody remiasi z
mogaus intuicija, kiti pagrjsti grieztais matematiniais teiginiais. Daznai matematinés operacijo
s reikalingos uzdavinio pertvarkymui j tam tikra standartinj pavidala.

Diskretizavimo metodus aptarsime pagal brézinyje pateikta klasifikacija. Ji atspindi pagri

ndines §iuo metu paplitusiy metody idéjas.
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Diskretizavimo metodukdasifikavimas

3.3. Pusiauanaliziniai sprendimo metodai

Pats paprasciausias apytikslis krastinio uzdavinio sprendimas pasirinkti ieSkomosios funkcij
os f(x) iSraiSka panaudojant vieng i§ matematikoje jau zinomy funkcijy, dazniausia daugianars
, turincig baigtinj nariy skaiciy:

f & ~og +aq fy &C+op fp &k oy fy & o Fry & (3.6)

Si i$raigka pasirenkama taip, kad visada tapatingai tenkinty krastines salygas (3.6). Taigi fu
nkcijos f{x) radimas pakeiciamas j koeficienty oy, a1, o, .., @, ..., @y nustatymy, kuriems apska
iCiuoti visada gali bati sudaryta n+ 1 skaiCius algebriniy lygciy. Taigi diferencialinés lygties sp
rendimas pakeiciamas tiesiniy algebriniy lygciy sistemos sprendimu. Toks sprendimas i$ pirm
o zvilgsnio atrodo paprastas. Deja, jis turi keletg principiniy trikumy. Pirmiausia, sunku parin
kti tokig ieSkomosios funkcijos A x) iSraiSka, kuri tenkinty visas salygas. Jg praktiskai parinkti
galima tik tada, kai sritis V'yra taisyklingos formos. PlokStminiame uzdavinyje, tai gali biti pa
vyzdZziui, apskritimas, elipse, staciakampis. Be to, funkcijos A x) iSraiSka (2) yra tolydiné ir neg
ali jvertinti nagrinéjamy dydziy staigiy pokyciy, o tai ypac biidinga konstrukcijy skai¢iavimui
(pvz., iSorinés apkrovos staigus pokytis ties koncentruotomis jégomis, skerspjivio pasikeitima
sir kt.).

Metodai nagrinéjantys krastinio uzdavinio sprendimag, apytiksliai uzsiduodant sprendinj

(3) yra vadinami pusiauanaliziniais metodais.

3.4. Kiti funkciniai modeliai



3.4.1 Integraliné krastinio uZdavinio forma.

Priklausomybés (3.1-3.2) isreiskia kraStiniy uzdaviniy diferencialing arba standarting forma. Be
diferencialinés, dar esti ir integraliné kraStinio uzdavinio forma, o tiksliau dvi jos atmainos —
stiprioji ir silpnoji integralinés formos. Stiprioji forma uzrasoma:

JWETAGE avwv{/s«s As (& WS =0, (37)

Cia W(( ir W, ((S/ yra sverto funkcuq, apibrézty turyje V ir pavirSiuje S, vektoriai. Vektoriuy

dedamuyju SkaICIal sutampa su diferencialiniy lygc¢iy ir krastiniy salygu skaiciais.
Sasaja tarp modeliy (3.1-3.2) ir (3.7) nusakomas teiginiu: jei 1ntegral1ne lygybe (3.7)
tenkinama esant bet kokioms laisvai pasirinktoms sverto funkcijoms W(( ir W, ((S/, tai Si

lygybé yra ekvivalentiska krastinio uzdavinio (3.1-3.2) salygoms.

Kitais ZodZiais, tikroji funkcija t§€ _ yra abiejy uzdaviniy — (3.1-3.2) ir (3.7) sprendinys.
Esant poreikiui, lygybé (3.5) gali buti papildyta nariais, nusakanciais kraStines salygas pavirSiaus
kontiire L arba tasky aibéje P.

Integruojant dalimis, stiprioji forma (3.5) gali buti transformuota i silpnaja:

[Bd €38 (€ 3RV + j B O, €T3 (&, _3ds =o. (3.8)

Silpnojoje formoje pradiniai operatoriai 4 ir A :keiéiami zemesnés eilés operatoriais &
ir &, . Vis tik atlickant tokj keitima, batinas didesnis sverto funkciju VY€ ir W, €.
tolydumas. Jis nusakomas naujais diferencialiniais operatoriais — B ir Hg . Biitent silpnoji

integraliné forma yra gana paplitusi, formuluojant kontinuumo baigtinius elementus.

Integraliniy formy (3.7-3.7) savybés daugiausia priklauso nuo i jas ieinanciy operatoriy
savybiy bei nuo sverto funkcijy parinkimo. Ivairiai parinkus §ias funkcijas, galima sudaryti kelis
skirtingus matematinius diferencialiniy lyg¢iy sprendimo metodus. Jie Zinomi bendru vardu — kaip
svertiniy netikciy metodai. BEM taip pat priskirtinas §iy metody Seimai. Kontinuumo baigtiniy
elementy sudarymas svertiniy netik¢iy metodu bus aptariamas véliau.

3.4.2.Variacinis uzdavinys. Deformuojamo kiino mechanikoje ir kitose fizikos srityse kai kurie
uzdaviniai formuluojami kaip ekstremumo (minimizavimo ar maksimizavimo) uZdaviniai. Prie
pastaryjy priskiriami ekstremumo uZdaviniai, formuluojami remiantis mechanikos ekstreminiais
energiniais principais.

Vienas 1§ ekstremumo uZdaviniy yra variacinis uzdavinys. Trumpai aptarsime formaligsias §io
uzdavinio savybes, iSrySkindami tik jo sasaja su krastiniu uzdaviniu.

Variacinis uzdavinys be apribojimy formuluojamas taip: reikia nustatyti nezinoma funkcija

B € _, suteikiantia funkcionalui TT€{€ _ ekstremaliaja reikime. Siuo atveju funkcionalas
suprantamas kaip skaliariné funkcija. Funkcionalas, apibréztas trimatéje srityje, uzraSomas tokia
integraline iSraiSka:

T fH(a«\‘{a”C} (e ae idV+
N gHs(b‘«s :,j{auafs%' {Gua;(s :},{%;s % Hs & :}d8=0,

¢ia H ir H ¢ yra operatoriai, apibrézti tiryje V ir pavir$iuje S. Bendruoju atveju prie funkcionalo
(3.7) gali bati pridedami nariai, atspindintys kontiiro linijose L ir taSky aibéje P veikianciy iSoriniy
poveikiy itaka. Praktiniuose deformuojamo kiino mechanikos uZzdaviniuose funkcionalas II
iSreiSkiamas kvadratine ar bikvadratine forma.

(3.9)




Ekstremaliaja funkcionalo reik§me¢ uztikrinanti nezinoma funkcija b‘((: nustatoma pagal
salyga, kad funkcionalas turi iSlikti stacionarus, esant net nezymiems funkcijos pokyCiams, arba
variacijoms, &u . Tada prilyginta nuliui funkcionalo variacija

oIl =0 (3.10)

garantuoja variacinio uzdavinio sprendinj. Taikant variacinio skai¢iavimo taisykles, salyga (3.10)
galima nustatyti analiziskai ir iSreiksti ja lyg€iy sistema:

oIl -
{a_u}: d. (3.11)

Skaliarinés funkcijos diferencijavimas vektorinio argumento atzvilgiu iSsamiau aptariamas
matematikoje.

Lygtys (3.11) yra vadinamos Oilerio lygtimis. Galima jrodyti, kad Oilerio lygtis sutampa su
krastiniu uzdaviniu (3.1-3.2). Remiantis Siais teiginiais, akivaizdi krastinio uzdavinio (3.1-3.2) ir
variacinio uzdavinio (3.7) sasaja. Kiekvienas variacinis uzdavinys (3.9) gali buti uZraSytas Oilerio
lygtimis (3.9) ir performuluotas i kraitinj uzdavinj. Sios savybés budingos variaciniams
uzdaviniams, sudaromiems pagal zinomus mechanikos variacinius principus. Tokie principai dar
vadinami natiiraliaisiais variaciniais principais. Vis tik atvirkstinis teiginys, kai kraStinis uzdavinys
performuluojamas i variacini uzdavini, yra teisingas tik esant tam tikroms salygoms.

Variacinis uzdavinys ir jvairios jo modifikacijos taikomi, kuriant skaitinius krastinio uzdavinio
sprendimo metodus, kurie yra zinomi kaip variaciniai metodai. BEM arba jo grieztai matematiskai
suformuluota versija gali biiti traktuojama kaip viena i§ variaciniy metodu atmainy. Variacinio
uzdavinio bendrosios priklausomybés (3.9-3.11) bus taikomos, sudarant kontinualiyjy struktiiry
baigtinius elementus.

3.5. Baigtiniy elementy metodas
3.5.1. Metodo idéja

Tarp Siuo metu naudojamu skaitiniy metody ryskiai dominuoja baigtiniy elementy metodas
(BEM). Sis metodas apjungia daugeli savybiy, badingy matematiskai pagristiems skaitiniams,
diferencialiniy lyg€iy sprendimo metodams, taip ir Zmogaus intuicija grindziamiems inZineriniams
metodams. BEM atsirado kaip deformuojamuy mechaniniy sistemy analizés metodas, taciau
palaipsniui jis buvo panaudotas Silumos sklidimo, skys¢iy mechanikos, elektromagnetiniy ir kity
fiziniy (ir ne tik fiziniy) reiSkiniy modeliavimui. Baigtiniy elementy metodas yra suvokiamas kaip
metodas, skirtas fizikiniy reiSkiniy, vykstanciy i§ baigtiniy elementy sudarytuose objektuose
nagrin€jimui. Baigtinio elemento, kaip ir BEM samprata, kildinama 1§ dviejuy skirtingy — inZinerinio
(mechaninio) ir matematinio — poziariy. Sie pozitiriai turi kaip istorini, taip ir dalykinj konteksta.
InZineriniu poZzitriu baigtinis elementas suprantamas kaip realiai egzistuojantis tam tikros formos ir
baigtiniy matmeny elementas (geometriné figiira arba idealizuotos realios konstrukcijos elementas).
Matematiniu poZiliriu tas pats elementas suvokiamas kaip matematinés abstrakcijos rezultatas.
Nepriklausomai nuo poziiirio, o tuo paciu nuo konkretaus elemento sudarymo biido, baigtiniai
elementai sudaro vieningg tarpusavyje sujungty baigtiniy elementy rinkinj, kuris dar yra vadinamas
standartine diskretine sistema. Elementai tarpusavyje jungiami tam tikruose taSkuose, vadinamuose
mazgais. Visi nagriné¢jami dydziai elemento viduje apraSomi nesudétingomis funkcijomis, kuriy
sudétingumas susiejamas su mazgy skai¢iumi.

BEM populiarumas ir visi jo privalumai pasireiskia tuo, kad i§ esmés nagrin¢jamos tik
standartinés diskusinés sistemos sudarymo ir modeliavimo procediiros, o konkreciy objekty ar
reiSkiniy savybeés iSreiSkiamos per konkrecius baigtinius elementus.



Iprasta prisilaikyti tokiy diskretizacijos taisykliy. Kontinuali struktiira sudalijama { baigtini
skaiCiy elementariy geometriniy figiiry, vadinamy baigtiniais elementais. Dvimatése strukttrose
baigtiniais elementais parenkami trikampiai ir keturkampiai, o trimatése struktiirose — {vairios
prizmés, apribotos trikampiais ir keturkampiais pavirSiais (4.2 pav.). Paprastai elementy geometrija
ribojama tiesiomis linijomis, ta¢iau sudétingesni elementai formuojami ir i§ kreivy linijy ir pavirsiy.

Elemente, kaip taisyklé elemento pavirSiuje, pazymimi tam tikri taskai, vadinami mazgais.
Mazgai yra skirti elemento geometrijai, biivio kintamiesiems ar kitiems rodikliams apibrézti.
Daroma prielaida, kad elementai tarpusavyje jungiami tik per elemento iSoréje esanéius mazgus.
Skirtingai nuo inzineriniy konstrukcijy kontinualiose struktiirose mazgy vieta daugeliu atvejy neturi
fizinés prasmés. Elementy forma ir mazgy iSsidéstymas turi garantuoti vienareikSmiskus elemento
formos ir biivio kintamyju atvaizdus bei reikiama tolyduma elementy tarpusavio sujungimuose.
Sioms salygoms jvykdyti yra suformuluoti griezti kriterijai, ta¢iau patys papras¢iausi reikalavimai
rekomenduoja vengti mazy atstumy tarp mazgy ir smailiy kampy tarp elemento briauny.

Panagrinésime diskretinj elementa, priskirdami jam indeksa e (e = 1, 2, ..., r), kur r — bendras
struktiiros elementy skaicius (2.2 pav.). Paprastumo délei nagrinésime struktiira, sudaryta i$ vienody
elementy, o visi elementai bus aprasyti vienoje globaliojoje Dekarto koordinaciy sistemoje OXxyz.
Elemente pazymime n mazgy, kiekvienam mazgui priskirdami indeksa i (i = 1, 2, ..., n). Indeksai
atitinka lokaliyjy mazgy numeracija, galiojan¢ia pavieniam elementui, tuo tarpu visas BE ansamblis
turi vieninga globaliaja mazgy numeracija.

Elemento modeli susiesime su biivio kintamyjy, deformuojamo kiino atveju poslinkiu

vektorine funkcija u € = o} € u, €. u; €. un €Y . Cia indeksas j (j = 1, 2, ..., m) Zymi
vektoriaus komponentes. Kiekviena funkcija u; elemento e mazge i gali biiti apibiidinta pacios
funkcijos ir jos iSvestiniy tame mazge reikSméms, kurias patogu apraSyti  vektorium
Ug = lﬂ-,éuj/ax;, Qujlay;,...}. Papras¢iausiu atveju, nejvertinus i$vestiniy, $is vektorius virsta

skaliaru  U§ = t{j Visos viename mazge i identifikuotos reik§més sudaro vektoriu
n

Uf = 48,U8,..Ug ... UG,
Y

&4

4.2 pav. Dvimate (a) ir trimaté baigtiniy elementy struktura.

Analogiskai visos elemento € mazginiuose taskuose apibréztos kintamuyju reikSmeés
Tolimesnis kontinuumo elementy sudarymo Zingsnis yra nezinomy funkcijy (btivio kintamuyjy, Siuo
atveju poslinkiy) formavimas

BEM taip remiasi ta pacia pusiauanaliziniy metody idéja. Esminis skirtumas glidi funkcijos
apibréZimo srityje — iSraiSka (4.8) keiciama analogiska iSraiSka, galiojancia tik vieno elemento
ribose:



W& =afff & raSfs€& . +affif & F..+alfl& . (4.9)

Funkcijy f.° vaidmeni atlicka matematiskai gerai iSnagrinétos funkcijos su Zinomomis
tolydumo savybémis. Konstruojant sprendinius, daznai naudojami jprasti laipsniniai polinomai:

U & =af +asx+afy +rafz+ralxyz+... . (4.10)

Tuo biidu, taikant BEM, krastinio uzdavinio sprendinys uzsiduodamas (aproksimuojamas)
diskretiskai tolydzioms funkcijoms. Tolydumas elemente apsprendziamas funkciju f;® &
savybémis, o tolyduma, tiksliau triikius, tarp elementy tenka nagrinéti papildomai, prisilaikant tam
tikry reikalavimy. Apie tai bus kalbama kituose skyriuose.

ISraiskos (4.9-4.10) néra patogios baigtiniams elementams sudaryti. Baigtiniy elementy
metodo praktikoje iprasta naudoti interpoliacines iSraiskas, kur figiiruoja funkcijy ar juy iSvestiniy
mazginés reik8meés. Apsiribojant vien funkcijy reikSmémis, mazguose u’ (i =1, n) nagrinéjama
funkcija aprasoma tokia apytiksle iSraiska:

u® ((} Ny ((]Jf +N, &€ US +...+Nf ((IJ,e +o.+N§ ((IJﬁ (4.11)

Funkciju Nf € Seima yra vadinama elemento formos funkcijomis. Formos funkcijos uzima
isskirting vieta BEM teorijoje ir praktikoje. Sios funkcijos turi uztikrinti iSraikos (4.11) logika
elemento mazguose, ty. U®& =U{ Tai reiSkia, kad formos funkcijos pasizymi specialiomis
savybémis.

NP & =1 (4.12a)

N° &, =0 (4.12b)

Savybés (4.12) yra panaudojamos formos funkciju Nf & Seimai sudaryti, kai i=1,2,...,n.
Apibendrindami iSraisSka (4.13) baigtiniam elementui e uzrasSysime matricine forma:

&= e« U (4.13)
Cia IJ ® &_ yra elemento formos funkcijy matrica,o u® elemento mazginiy nezinomuyjy vektorius.
Uzsidavus (4.13) analogiSkai modeliui (4.1) sudaromas elemento e modelis
kepe:Fe (414)

O standartinés surinkimo procediiros pagalba gaunamas modelis (4.1). Tokiu biidu kuriant
baigtinio elemento modeli visas dimensijos sutelkiamos i vieng elementa, kurio geometrija, fizinés
savybeés ir iSraiSka (4.13) nulemia jo galutini modelj.

3.5.2. BE sudarymas variaciniais metodais

. . . . v .« . .« . . ey S
Naudojant BEM variaciniams uzdaviniams. Tolydinis funkcionalas yra pakei¢iamas [1€ & _
yra pakei€iamas jo iSraiSkomis, sudarytom pavieniams elementams

Mee YT e« =S mdre s (4.15)

Siekiant sudaryti baigtini elementa variaciniais metodais, uZtenka zinoti uzdavinio prasme
atitinkantj funkcionala (3.7) ir uzraSyti Sio uzdavinio Oilerio lygtis (3.9) diskreciaisiais
Kintamaisiais.



Variaciniy metody ypatumus paaiSkinsime tampriosios struktiiros statikos uzdavinio pavyzdziu.
Siekdami analogijos su nagrinétuoju virtualiyju poslinkiy metodu, apsiribosime variacine
poslinkiais iSreiSkiama formuluote. Samprotaujant formaliai, pirmiausiai reikia apibrézti
nagrin¢jama objekta, t. y. fizing prasmg turintj funkcionala (3.7). Parinkti toki funkcionalg yra
deformuojamo kiino mechanikos, o Siuo atveju tamprumo teorijos uzdavinys. Problema néra triviali,
0 literatiroje gausu ne visai vienody tokio uzdavinio traktuoCiy. Visgi ¢ia démesi sutelksime i
diskretizavima ir baigtinio elemento sudaryma. Tampriosios strukttiros biivi aprasantis ekstreminis
energinis principas yra zinomas. Jis vadinamas pilnutinés potencinés energijos stacionarumo
(konkre¢iau minimumo) principu, arba Lagranzo variaciniu principu. Funkcionalas susideda i
deformacijos potencinés energijos ir jégu potencialo. Kai kontinualioji struktiira tampri, jo iSraiska:

m(&«“lja« SO [RCTHE - [ T B, (032

Itempimus ir deformacijas iSreiskus poslinkiais, taikant lygtis (P1. b, c), funkcionalas (3.32)
igyja kita pavidala:

M, G 1J(I\T 4 PR e - JHET Y - m«s T s 05 . (3.33)

Diskretizuodami funkcionala, elemento e poslinkiy funkcija b{(( pakeisime pasirinktaja
iSraiska (3.15), o iSoriniy apkrovy poveiki sutelksime { mazgus ir pazymes1me mazgy vektoriumi

® . Taip pertvarkius, elemento e funkcionalas (3.33) kei¢iamas diskreciaja israiska:
11 ~ M
mt € 31 R T PRI | e e

Akivaizdu, kad pirmasis narys gali buti iSreikStas standumo matrica I(e , kaip pateikta (3.28).
Dabar

me € 3ol Tke de S de A (3.34)

Diskreciojo funkcionalo stacionarumo salyga, analogiska tolydziojo funkcionalo salygai (3.9),
iSreiSkiama lygtimis:

{GHL G } (3.35)
ou®

Reikia prisiminti, kad ae “yra vektorius, todél (3.35) - algebriniy lyg€iy sistema, kurios lygciy

skaicius yra lygus vektoriaus ge komponenciy skaiciui, t. y.:
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Diferencijuodami gauname, kad

S etL SURT R Sl

ou®

IraSome $§i rezultata i (3.35) ir, perkélg laisvaji nari 1 deSiniaja lygybés puse, isitikiname, kad
§i stacionarumo salyga tapati iSraiskai (3.31), gautai virtualiyju poslinkiy metodu, t. y.:

ko dsA

Analogiskai elgiamasi ir svertiniy netik¢iy metode.

Pritaikant apytikslia iSraiSka (4.13) BEM lygio sistemos suformavimui pasinaudojama tam
tikrais Sio metodo privalumais. Kadangi analitiSkai funkcijos uzduodamos tiktai BE ribose, sverto
funkcijas galima irgi uzsiduoti tik baigtinio elemento ribose,o integralai (4.6 ir 4.7) gali biiti pakeisti
atskiro integralo sumavimu 1 elemento ribose.

(€ «ad: €3V + [€ € A QiU Ts -0 (4.16)

Priklausomai nuo to kaip parenkama sverto funkcija We((: iSskiriami { diskretizacijos

metodus.
1) Taskiné kolokacija kai sverto funkcija iSreiSkiama tiktai elemento mazginiams taskams j

we =56 -x¢_ (4.17)
x| - mazginio tasko j koordinaté, 3 - Dirako impulsin¢ funkcija
2) Elementin¢ kolokacija
w®=E (4.18)

¢ia sverto funkcija yra pastovi visam elementui
3) Bubnovo - Galerkino metodas

w &= N (4.19)



Cia sverto funkcijaw®® sutapatinama su poslinkio formos funkcijomis I\Ij«:_. Tai
matematiskai tiksliausias, o tuo paciu pats sudétingiausias budas.

3.5.3. Misrus baigtiniai elementai

Misrus baigtiniai elementai iSvedami naudojantis apriboto variacinio uzdavinio modeliais.
Apribotu variaciniu uzdaviniu vadinamas variacinis uzdavinys (42), kai reikia nustatyti neZinomas
funkcijas u(x) suteikian¢ia funkcionalui ekstreming reikSme, esant srities dalyje Q duotai
papildomy apribojimy sistemai:

CO& _=0c Q. (4.20)

Naudojant Langranzo daugikliy metoda, toks uzdavinys pertvarkomas ir sprendziamas naujas
variacinis uzdavinys su funkcionalu:

M=T- [ «C0&HQ (4.21)

Cia A(X) - naujos nezinomos funkcijos, taip vadinamos Langranzo daugikliy funkcijos. Sritis
Q gali nesutapti nei su tiiriu V, nei su pavir$iumi S. Jeigu abi nezinomos funkcijos aproksimuojamos
panaudojant iprastinia BEM technika, t.y. elemente € jos iSreiSkiamos per vietos koordinates

u(x) = ue(&)a; AX) = Ae(&)c:

ui € o eCar e e (4.22)
Funkcionalo (4.21) stacionarumo salyga, pazyméjus b® = &,c er
- )
ob oa® oc
Algebrinéje formoje, ji iSreiSkiama lygtimis
ks :be = Fbel
(4.2
4)
kur

k= fs Rer-ff) 29

ac _

Cia [K®] ir F® isreiskia koeficienty matrica ir laisvyjy nariy stulpeli, gautus naudojant
Lagranzo variacini principa. o

K.=[N_ KN do (4.26)

Antroji lyg€iy sistema turi tik vienos rusies nezinomuosius, kurie gali buti iSeliminuoti ir
Istatyti | pirmaja. IS Sito modelio galima sudaryti daug jvairiy uzdaviniy.

Hibridiniai baigtiniai elementai nuo jprasty elementy skiriasi tuo, kad elemento kontiire
papildomai apibréZiamos tam tikros funkcijos. Konttire papildomai gali biiti tikslinami poslinkiai,
deformacijos arba itempimai. Modelis (4.24) leidzia tiksliau apskaiciuoti papildomus dydzius,
taciau yra sudétingesnis sprendimo algoritmas, ilgiau uZtrunka skaiciavimai sritis Q2 ¢ia suprantama
kaip elementy kontiiras ir integravimas atliekamas duotuose konttiruose.



MiSriis variaciniai _principai. Lagranzo daugikliy metodas gali buti panaudotas ir
sudétingesniems funkcionalams sudaryti. Skirtingai nuo hibridiniu elementy, kur papildomos
salygos buvo uzduotos tik elemento kontire, jas galima uzduoti visoje srityje. Elemento lygyje tai
reiSkia, kad galima uzsiduoti ne tik poslinkiy, bet ir deformacijy ar itempimuy aproksimacinis
funkcijos, bei pareikalauti, kad papildomai biity tenkinamos kokios nors lygtys. Ivertinus Sias
salygas, sudaromi sudétingesni funkcionalai, kuriy pagalba gaunami sudétingesni, taciau tikslesni
elementai. Misrts funkcionalai gali buti sudaryti ir tiesiogiai varijuojant atskiromis funkcijomis
kaip nepriklausomais kintamaisiais. Panagrinésime viena toki misSry, taip vadinama Hellingerio-
Reisnerio funkcionala, kur varijjuojame dviem nepriklausomomis poslinkiy ir itempimy
funkcijomis. u = u(x) ir o= o(X):

Mo 6.u>- [€ hTu-Zo" k2o v -

, (4.27)
—jqudV— IquSdS— I(J—usj B cds
v S, s,

Baigtinio elemento e ribose uzsiduodamos poslinkiy ir jtempimy aproksimacines iSraiskos
u € N, € iro €= 2 € (4.28)

Funkcionalo (4.27) stacionarumo salyga elemente € iSreiSkiama pagal (4.23), o elementui e ji
yra tokio pavidalo:

119: klze_ u’ 3 Fue _
l:l!jzi - |>22e LE}LWG}’ (4.29)

Kaip matote ji yra misraus pobiidzio, o jos lygciu koeficientai turi skirtinga prigimti.
3.6. Kiti metodai
3.6.1. Baigtiniy skirtumy metodas

Baigtiniy skirtumy metodas taikomas tiesiogiai sprendziant diferencialines lygtis. Uzdavinio
apibrézimo sritis sudaloma tinkleliu ir neZinomos funkcijos skai¢iuojamos tinklelio taskuose.

Baigtiniy skirtumy metodo esmé ta, kad tiek funkcijos diferencialas of & , tiek ir argumenty
diferencialai  Ox; pakeifiami ju prieaugiais, ir tada pati diferencialiné lygtis tampa algebriné. Be
abejo, $is metodas taikytinas, kai ieSkomos funkcijos tolydinés. Tokioms funkcijoms dvimatéje
erdvéje galioja Sios apytikslés priklausomybes (4.3 pav.)

uU(x) ¥
//— QN
/ Q
0 EINEINES 0
a c

4.3 pav. Baigtiniy skirtumy iliustracija ir tinklelio fragmentas
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¢ia f — su atitinkamu indeksu yra funkcijos skaitiné reikSmé pasirinktame taske.

Aukstesniy laipsniy iSvestinéms reikia imti ir tolesnes nuo nagrin¢jamo taSko funkcijy
reik§mes. Reikia pazyméti, kad kiino vidiniuose taskuose apskaiciuoti baigtinius skirtumus paliginti
paprasta. Siek tiek sudétingiau jvertinti krastines salygas. Tam reikia imti tariamus taskus, esanéius
uz kiino kontiiro.

Skirtumines iSraiSkas patogu vaizduoti operatoriy pagalba. Pav. 4.4 vaizduoja tokius
operatorius sta¢iakampiam, o 4.5 trikampiam tinkleliui. Galimi ir sudétingesni atvejai si istrizu ar
kreivalinijiniu tinkleliu.

OO0 00 OO0 OOV

2 2 3 33 4
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Pav. 4.4. Staciakampio tinklelio svarbiausieji operatoriai



Pav. 4.5. Trikampio tinklelio operatoriy pavyzdziai

Metodo triitkumai pasireiSkia esant trukioms funkcijoms ir netaisyklingoms sritims.
3.6.2. Krastiniy elementy metodas

Funkcinés analizés pagalba krastini uzdavini (2.18-19) galima uzrasyti kaip integraling lygti

u€=Y [G, &y ¢ A (4.31)

Cia Gs zinoma funkcija, o fs — Zinomos funkcijos () kratinés salygos. Sudalijant kontiira {
krastinius elementus S S = ZSe ir apraSant funkcijy pasiskirstyma iSilgai konttro per formos

funkcijos integraling lygti galima diskretizuoti ir uZzraSyti algebring lygti sistemos pavidalu.
Funkcijy reikSmés viduje srities randamos analogiskai. Metodas reikalauja giliy matematikos ziniy.
Gerai tinka sritims, kur néra kontury.

Pav. 4.6. BE pavyzdziai: ploks¢iojo kontliro dalijimas | kraStinius elementus (a) ir puserdve
(b)
3.6.3. Baigtiniy tiiriy metodas

Daugelis fizikos uzdaviniy gali biti tiesiogiai apraSomi tvermeés désniais. Nestacionariuose
uzdaviniuose skaliariné funkcija gali biiti randama i$ integralinés iSraiSkos

% futav + [F&tds= [Q&tav (4.32)

Cia F(x, y) srautas per pavirsiy, 0 Q(X, t) Saltinio funkcija.
Padalijus sritj i baigtinius tiirius, tvermés désnis gali biiti uzraSytas kiekvienam tiiriui V°
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Cia s — krastiniy skai¢ius, o s* — tiirio krastinés.

a) b)
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Pav. 4.7. Tiris e (a) ir baigtiniy tiiriy schema (b)



