SKAICIUOJAMOJI MECHANIKA
(paskaity konspetas TECHNOMATEMATIKOS programos
[VADAS

Moksly klasifikacijoje skai¢iuojamoji mechanika priskiriama skai¢iuojamiesiems dalykams, kuriy vaidmuo lyginant Kitais teoriniais ir taikomaisiais
mokslais vis didéja. Skai¢iuojamoji mechanika gali bati vertinama dvejopai. Teoriniu pozidriu tai savarankiSka skai¢iuojamosios fizikos dalis.
Praktiniu pozitiriu ji gali biiti vertinama ir kaip skai¢iuojamosios inzinerijos sudétiné dalis

Dalyko pradmenys buvo padéti dar penktajame deSimtmetyje. Jie susiformavo tobulinant klasikinés statybinés mechanikos metodus, pritaikius ¢ia
matricinj skaiiavima bei kompiutering technika. Skaitiniai skai¢iavimo metodai greitai buvo perkelti i skysciu ir dujy mechanika, Silumos mainus,
elektromagnetizma ir kitas fizikos sritis. Pazanga skatino ir spartus jo taikymas inZinerijoje. Pradzioje taikymai dominavo tokiose tradicinése su
deformuojamo kiino mechanika susijusiose technikos srityse, kaip statyba, masiny gamyba bei aviacija ir aeronautika, dabar metodai jau naudojami
daug sudétingesnése srityse, tokiose kaip branduoliné energetika, elektronika ar cheminés technologijos. Mechanikos poveikis paspartino klasikiniy
fizikos ir matematikos discipliny vystimasi, padéjo kurti modernias kompiuterinio skai¢iavimo technologijas ir diegti jas inZinerinéje praktikoje. Siuo
metu jau egzistuoja ir skai¢iuojamoji chemija ir skai¢iuojamoji biologija. Klasikinés skai¢iuojamosios mechanikos pasiekimai padéjo atsirasti
moderniajai medziagy mechanikai.

Siame kurse bus trumpai pateikta skai¢iuojamosios mechanikos idéja, jos struktiira bei praktiniai metodo aspektai. Kurse i§ esmés apsiribosime
statikos uZdaviniu. Pradésime nuo inZinerinio poziiirio ir inZineriniy metody. Po to per statikos uzdavini pateiksime diskretizavimo metody apZvalga,
didziausia démesj skirdami baigtiniy elementy metodui. Baigsime pazintimi su dinamikos uzdaviniu ir diskre¢iyjy elementy metodu.

1. SM samprata ir rysys su kitomis disciplinomis
1.1. Modeliavimo idéja

SCHEMA Siuolaikinio mokslo poziiiriu skai¢iuojamosios disciplinos yra kompleksinés disciplinos, kur klasikiniy matematikos ir fizikos moksly
Zinios yra integruojamos su technikos mokslais ir kompiuterinémis skaiciavimo technologijomis. Tai galingas skaiciavimo instrumentas, naudojamas
sudétingu inzineriniy sistemy ir fizikiniy procesy modeliavimui. Juo naudojamasi vis dazniau ir dazniau, kai sudétingi natriniai eksperimentai
kei¢iami skaitiniais. Skaitiniai eksperimentai daznai pigesni ir vaizdesni, jie leidZia nagrinéti didesnj uZdaviniy kieki su maZesnémis materialinémis
sanaudomis.

SCHEMOS komentaras



Klasikinéje fizikoje visa mechanika ir kontinuumo mechanika yra fizikos dalis nepriklausoma nuo Silumos fizikos, elektros, optikos, fizikinés
medziagotyros ir kity jos skyriy. Fizikos mokslo kontekste savoka klasikiné mechanika daznai vadinama Niutono mechanika. Tai yra mokslas
nagrinéjantis makroskopiniy materialiyjy objekty ir ju sistemy judéjima (Sio mokslo esminius teiginius apibendrino Niutonas). Dar Kitos su mechanika
susijusios fizikos Sakos yra reliatyvioji mechanika, nagrinéjanti labai dideliais greiCiais judancias sistemas, ir kvanty mechanika, nagrinéjanti
mikroskopiniy objekty judéjima.

Kontinuumu placiaja prasme yra vadinama materiali sistema, nepertraukiamai pasiskirsciusi erdvéje. Kontinuumas apima ne tik materialius kiinus, bet
ir fizinius laukus. Kontinuumo mechanika yra mokslas apie medziaginiy terpiy ir ju daleliy pusiausvyra, judéjima ir deformavimasi. Cia pagrindinis
démesys sutelkiamas bendriesiems désningumams aprasyti nepriklausomai nuo konkretaus medziagos biivio.

D¢l Sios priezasties kontinuumo mechanika, bene labiausiai siejasi ir su kitomis klasikinés fizikos Sakomis — Silumos fizika, kuri nagrinéja
temperattros laukus ir elektromagnetizmu, kuris nagrinéja elektrinius ir magnetinius laukus, ir panaSiai.

Siy moksly sandiiroje atsiranda jvairios misrios, taip vadinamos susietosios, moksly $akos. Siauresniaja prasme tai biity termomechanika ar
magnetomechanika ir kt., ar platesniaja prasme termohidromechanika ir t.t.

Kontinuumo mechanika sudaro trys Sakos aeromechanika (dujy mechanika), hidromechanika (skys¢iy mechanika) ir deformuojamojo kietojo kiino
mechanika. Kiekviena i§ ju nagringja skirtingas kontinuumo formas. Visgi §i klasifikacija neapima visy galimy medziaginio kontinuumo formu,
pavyzdziui, biriyjy medziagy, kurios pasizymi duju, skyscio ar kietojo kiino savybémis.

Deformuojamojo kiino mechanika nagrinéja visy pirma kietuosius ktnus. Priklausomai nuo kiino formos iSskiriamos kontinualiosios ir
diskreciosios teorijos. Kontinualiosios teorijos nagrin¢ja visy pirma erdvinius kiinus su triaSiu itempiy ir deformacijy buviu. Priklausomai nuo kiino
mechaniniy savybiy nagringja visy pirma kietus kiinus i$skiriamos savarankiskos deformuojamojo kiino mechanikos $akos. Tampriuosius erdvinius
kiinus nagrinéja tamprumo teorija , plastiniy savybiy jtaka — plastiSkumo teorija, irima — irimo mechanika, ir t.t. Priklausomai nuo kiino ar
konstrukcijos elementy formos iSskiriamos diskreciosios ir teorijos — strypiniy sistemy (klasikiné statybiné mechanika), lenkiamy ploks¢iy ar kevaly ir
pan., arba taikomosios teorijos — laivy, 1éktuvy ir pan. Priminsime, kad klasikiné medziagy mechanika i$skiriama kaip savarankiska deformuojamojo
kiino mechanikos dalis.

Per pastaruosius penkis deSimtmecius susikiiré skaiciuojamosios moksly Sakos, jungiancios technologiju moksly, skai¢iuojamosios matematikos,
informatikos ir kompiuteriniy technologijy Zinias praktinéms problemoms sprgsti. Joms priskiriama ir skaiciuojamoji mechanika, kuri placiaja prasme
yra skaiciuojamosios fizikos dalis. Schemoje parodyta dar Siuolaikiskesnis ir dar labiau su kitais mokslais susietas dalykas — modernioji medziagu
mechanika.

Skai¢iuojamoji mechanika suprantama kaip mokslas nagrin¢jantis diskre¢iyju mechaniniuy struktiry ir juose vykstan¢iy procesuy skaitinio
modeliavimo metodus ir kompiuterines technologijas. Vyraujantis skai¢iuojamosios mechanikos metodas yra BEM. Sios savokos yra gana artimos ir
identiSkos logikos ir skai¢iavimo sekos prasme, nors SM savoka yra platesné ir apima daugiau metody.

SM samprata, kildinama i§ dviejy skirtingy — inZinerinio (mechaninio) ir matematinio — poziiiriy. Sie poziiiriai turi kaip istorini, taip ir dalykinj
konteksta. InZineriniu pozitriu diskrecioji mechaniné struktiira yra realus objektas, sudaryta i§ apibréztos formos ir baigtiniy matmeny elementas



elementy. (geometriné figura arba idealizuotos realios konstrukcijos elementas). Matematiniu pozitriu ta pati diskrecioji mechaniné strukttira yra
suvokiama kaip matematinés abstrakcijos rezultatas. Nepriklausomai nuo poziirio, didesnioji dalis modeliavimo etapy standartinés modeliavimo
procediiros, o konkreciy objekty ar reiskiniy savybés iSreiskiamos per konkrecius elementus.

Nors $ie pozitiriai ir susiliejo, taciau priklausomai nuo modeliavimo tiksly ir uzdaviniy vienas i$ pozitriy gali biiti pranasesnis uz kita.

Siekiant atsiriboti nuo konkreciy dalyky galima pritaikyti ir informacini pozitri. Bendruoju atveju skai¢iuojamoji mechanika gal biiti suprantama
kaip mokslas nagrinéjantis skai¢iuojamyju modeliy ar skai¢iavimo algoritmy ir procediry sudaryma. ISskiriant formaligsias savybes, SM metody
visuma traktuojama kaip tam tikras sablonas, arba standartizuota ir unifikuota metodologija, skirta diskre¢iyju mechaniniy struktiiry modeliavimui.

Trumpai aptarsime pagrindines modeliavimo stadijas ir modeliavimo proceso sudétines dalis. Modeliavimo procesa galima pavaizduoti zinoma
schema. SCHEMA

IS anksto susitariama, kad objektas bus nagrin¢jamas kokioje nors kompiuterizuotoje terpéje. Visa objekta apibiidinanti informacija bus saugoma
informacijos bazéje, o visos objekta valdanc¢ios operacijos atlickamos kompiuterio pagalba. Siekiant realy objekta jtraukti { kKompiuterizuotos sistemos
aplinka, pirmiausia objektas formalizuojamas. Formalizavimas reiskia jo reikalingy savybiy identifikavima. Jis apima tiek simboliy, tiek idéjy pasaulio
kategorijas. Fizinio objekto (pastato, masinos ar technologinio proceso) savybés iSreiskiamos jo geometrijos ar fiziniy savybiy rodikliais, iSoriniais
poveikiais, kokybés kriterijais ir kitais panaSiais rodikliais, kurie identifikuojami simboliais. Kokybinés objekto savybés (grozis, patogumas ar kita),
susijusios su stebéjimo interpretacija, gali biiti apibidinamos idéju pasaulio kategorijomis.

Formalizavus objekta, sudaromas jo fizinis modelis, kuris nusako esminius objekto rodiklius ir nustato tarp ju egzistuojancius kokybinius rysius.
Tiek rodiklio parinkimas, tick objekta, apibuidinancio fizikinio désningumo nustatymas, yra intelektualus kirybinis procesas. Tai yra fizikos ar
technologiniy moksly objektas. Vis tik ne mazesnj vaidmenj ¢ia vaidina ir inZineriné patirtis, kai reikia i$skirti baitent inzinerinei praktikai svarbias
objekto savybes. Fizinio modelio adekvatumas gali biti tikslinamas ir fizikinio (natiirinio) eksperimento pagalba.

Nagrin¢jamo objekto arba, tiksliau sakant, jo idealizuoto fizikinio modelio elgesys yra aprasomas matematiniu modeliu. Nepretenduojant i tiksly
matematinio modelio apibréZima, galima teigti, kad tai yra fizinio modelio abstraktus pavidalas. Jis iSreiskia fizikinius désnius matematinémis
iSraiSkomis. Matematinis modelis nustato kiekybinius rysius tarp modelio rodikliy, naudojant grieztas matematines formuluotes bei metodus.

Fizikinio reiskinio gilus zinojimas padeda sudaryti veiksmingus realius matematinius modelius, nustatyti ju galiojimo ribas. Tik abipusis fizinio ir
matematinio modelio atitikimas padeda kokybiskai apraSyti realiai egzistuojancius objektus. Ta pati objekta galima aprasyti skirtingo sudétingumo
matematiniais modeliais. Priklausomybés tarp skaliary, vektoriy ir tenzoriy ar ju lauky gali buti apraSytos elementariomis formulémis,
diferencialinémis ir integralinémis lygtimis ar kitokiais matematikoje Zinomais modeliais.

Seka tarpiniy matematinio modelio biiseny (seka matematiniy operaciju), kurias jis igyja kelyje tarp teorinio matematinio modelio ir kompiuteriu
gauty objekta aprasSanciy skaiciy, iprasta vadinti skaiciuojamuoju modeliu. Bet koks matematinio uzdavinio sprendimo algoritmas gali biiti vertinamas
kaip Sio uzdavinio skai¢iuojamasis modelis. Tiesiniai algebros uzdaviniuy sprendimo algoritmai yra skai¢iuojamoje mechanikoje labiausiai paplitg
skaiCiuojamieji modeliai. Skai¢iuojamojo modelio rezultato interpretacija leidzia susidaryti vaizda apie modeliuojama objekta, jo elgesi ar tinkamuma
norimai paskirciai.



Fizinio objekto modeliavimo kompiuteringje aplinkoje procesas gali buiti pavaizduotas daugiacikle schema (1 pav.). Projektuojant objektus,
modeliuojant nestacionarius ar netiesinius procesus, objekto buivis jvairiose daugiamatés erdvés taSkuose nustatomas priartéjimo btidu, kartojant visa
modeliavimo cikla ar atskirus jo etapus. Tokios modeliavimo schemos igyvendinimas susij¢s su daugeliu veiksniu. I$skirsime tris iS ju.

Rysys tarp objekto ir atskiro jo modelio palaikomas informacijos srautais. Informacijai kaupti sudaromos Ziniy (duomeny) bazés. Jose kaupiami
techniniai objekto duomenys, intelektuali informacija (zinios), eksperimentinio tyrimo rezultatai ir visa kita reikalinga informacija. Informacinés bazes
yra neatskiriama Siuolaikiniy kompiuteriniy sistemy dalis.

Antras svarbus veiksnys yra kompiuteriné jranga. Procesoriai, atminties irenginiai, informacijos perdavimo irenginiai lemia skai¢iavimo kaina,
greitj, apimtis ir kitus skaic¢iavimo procesa nusakancius rodiklius. Naujausios irangos, tarkime, modernios grafikos ar lygiagreciai dirbanciy procesoriy
panaudojimas turi lemiama itaka ne tik skai¢iavimo technologijoms, bet ir skatina i$ principo naujy matematiniy ar skaic¢iuojamyjy modeliy atsiradima.

Tredias modeliavimo procese veiksnys yra aktyvus jo subjektas-zmogus. Zmogaus elgesio modeliavimo procese formalizavimas, jo intelekto
panaudojimas pastaruoju metu jgauna vis didesn¢ svarba. Bitent Zmogaus zinios lemia blogai salygoty uzdaviniu sprendima. Dirbtinis intelektas,
ekspertinés sistemos ir panasios euristikos Ziniomis paremtos informatikos mokslo kryptys turi vis didesng itaka tiksliyju moksly raidai.

1.2. Modelio struktiira

SM uzdavinio klasifikavimas pagal mechaninj, matematinj ir skai¢iuojamaji modeliuos biity pernelyg grubus. Tikrovéje SM uzdavinys susideda i$
didesnio skaiciaus sudedamyjy daliy. Realiis uzdaviniai ir detallis sprendimo algoritmai gali biiti pavaizduoti jvairiomis tam tikry sudedamuyjy daliy
kombinacijomis.

Aptarsime formaly modelio sudarymo ir pavaizdavimo biida. Pav. 3. Jeigu mes gerai zinome visas uzdavinio ir jo sprendimo algoritmo elementus,
ar atskirus etapus, juos galima suklasifikuoti pagal pozymius. Formaliai pavadinkime juos pozymiais A, B, C ir t.t. Galima teigti, kad visi vienu
pozymiu apiblidinami elementai yra alternatyvis, jie atspindi tam tikras savybes. Savo ruoztu juos galima irgi suklasifikuoti tam tikra tvarka,
pavyzdZiui, hierarchiskai, pagal sudétinguma. Elementus priklausan¢ius tam pozymiui priskirsime indeksus 1, 2, 3, 4 ir t.t. Tokia klasifikacija galima
pavaizduoti matricos arba grafo pavidalu. Konkretaus uzdavinio konkretus modelis gali biiti pavaizduotas kaip elementy kombinacija.

Tikroveéje, norint sudaryti tokia struktiirg reikia gerai iSmanyti uzdavinius ir ju modelius. Mes pasielgsime atvirk$¢iai. Susidarysime veikianc¢iy SM
modeliy struktiira, tam, kad juos suprastume.

Aptarsime SM modelio struktiira. Pav. 4. Schema néra detali. Ji skirta daugiau modelio id¢jai pailiustruoti.

Aptarti poZymius

Uzdaviniy modelius

Statikos uzdavinys
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Pav. 2. Modeliavimo schema
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Pav. 3. Skai¢iuojamojo modelio sudarymo schema
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Pav. 4. Skai¢iuojamosios mechanikos modelio strukttra (1)

Deformuojamas objektas Uzdavinys Analizinis modelis ApraSymo budas
Trimatis kiinas Statinés Krastinis uzdavinys Diferencialinés lygtys
pusiausvyros
Dvimatis ktinas Dinaminés Pradiniy reikSmiy Variacinis uzdavinys
pusiausvyros uzdavinys
Kevalas Virpesiuy Tikriniy reikSmiy Integraliné forma
uzdavinys
Lenkiamy ploksté Optimizavimo Matematinio Integralinés lygtys
programavimo uzdavinys
Lenkiamas strypas Stabilumas Kiti Kiti
Lenkiamas strypas su Slytimi Irimas

Diskrecioji struktiira

Pav. 5. Skai¢iuojamosios mechanikos modelio struktiira (2)

Diskretizavimo Diskretizavimo Diskreciojo . . Sprendimo Kompiuteriné
_ Algebrinis modelis )
metodas budas elemento forma algoritmas programa
Baigtiniy elementy Tiesioginis Erdvinis Tiesiniy algebr. Tiesioginiai ALGOR
lygciy sistema
Baigtiniy skirtumy Variacinis PlokStuminis Algebriniy- Iteraciniai ANSYS
diferencialiniy
lyg€iy sistema
Krastiniy elementy Svertiniy netikéiy Vienmatis Tikriniy reik§miy ISreikstiniai Kita
uzdavinys
Diskrec¢iyjy elementy Misras Tasko Matematinio Neisreikstiniai
programavimo
uzdavinys
MiSriis Superelementy Kita Kita




6 pav. Kontinualiyjy struktiiry statinés analizés uzdavinio baigtiniy elementy modelio schema

Uzdavinys Analizinis modelis ApraSymo biidas

Deformuojamas objektas
Trimatis kiinas

Statinés Krastinis uzdavinys

pusiausvyros

Variacinis uzdavinys

Dvimatis kiinas
Kevalas

Integraliné forma

Diskretizavimo Diskretizavimo Diskreéiojo . . Sprendimo Kompiuteriné
_ Algebrinis modelis .
metodas budas elemento forma algoritmas programa
Baigtiniy elementy Variacinis Erdvinis Tiesiniy lygciy Tiesioginiali ALGOR
sistema
Kiti Svertiniy netik¢éiy PlokStuminis Iteraciniai ANSYS
7 pav. Strypiniy struktiiry statinés analizés uzdavinio baigtiniy elementy modelio schema
Deformuo- G Diskretizavimo Diskretizavimo Diskreciojo Algebrinis Sprendimo Kompiuteriné
. . Uzdavinys _ ; ;
jamas objektas metodas budas elemento forma modelis algoritmas programa
Diskrecioji Statinés Baigtiniy elementy Tiesioginis Vienmatis Tiesiniy lygciy | Tiesioginiai ALGOR
struktiira pusiausvy-ros sistema
Iteraciniai ANSYS




8 pav. Dinaminés pusiausvyros uzdavinio baigtiniy elementy modelis

Analizinis Aprasymo | Diskretizavi-mo | Diskretizavi-mo Algebrinis Sprendimo | Kompiuteriné
Uzdavinys . _ _ . .
modelis budas metodas budas modelis algoritmas programa
Dinaminés Pradiniy reikSmiy | Diferencia- Baigtiniy Svertiniy Algebriniy-diferencialiniy] I8reikstiniai ANSYS
pusiau-svyros uzdavinys linés lygtys elementy netik¢iy lygciy sistema
Neisreiks-tiniai
9 pav. Virpesiy uzdavinio modelis
o Analizinis Diskretiza- Algebrinis Sprendimo Kompiuteriné
Uzdavinys . . . .
modelis vimo metodas modelis algoritmas programa
Virpesiu Tikriniy Baigtiniy Tikriniy Poerdvio ALGOR
reikSmiy elementy reikSmiy iteracijy
uzdavinys uzdavinys
Kiti ANSYS
10 pav. Diskreciy elementy metodo matematinis modelis
Diskretiza-vimo Diskreciojo elemento Algebrinis Sprendimo .
. . Kompiuteriné programa
metodas forma modelis algoritmas
Diskreciy-ju elementy Taskas Algebriniy- ISreikstiniai DEMMAT
(sfera, kitos) diferencialiniy
lyg€iy sistema
TRUBALL
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11 pav. Optimizavimo uzdavinys

Uzdavinys Analizinis modelis 2L EEVIE Algebrinis modelis Spreqdlmo OIS
metodas algoritmas programa
Optimizavimo Matematinio Baigtiniy elementy Matematinio Simpleks metodas OPTIM
programavimo programavimo
uzdavinys uzdavinys

11




