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3.6. Daugiatinklis metodas

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu iteraciniu baigtiniy skirtumy
schemy sprendimo metodu. Vél panagrinékime baigtiniy skirtumy schema,
aproksimuojancig dvimatj Puasono uzdavinj:

(3.47)

_(yﬁm + yfzmz) = fij’ Zij € Wh,
y(z) =0, x € dwy,.

Tarkime, kad wy, yra tolygusis tinklas ir h; = hy = h. Tada (3.47) apibrézia
tiesiniy lygciy sistema:
Ayt = Fh (3.48)

Sio uzdavinio sprendinj apskai¢iuokime Zeidelio (Seidel) metodu. Tarkime,
kad jau suradome (n — 1)-aji artinj, tada apskai¢iuojame nauja artinj:

—

~1 1 2
Yij = 1 (i1 + Yirt; T Y1ty th fij)

i=1,2,...,.N—1, j=1,2,...,N—1.

Svarbi Zeidelio metodo savybé yra tai, kad artiniy y™ paklaida 2" = y™ —y
darosi vis glodesné, t. y. paklaidy vektoriaus spektriniame skleidinyje

N-1

Z?j = Z cpy sin(mka;) sin(mlag;)
k=1

koeficientai esant aukStoms harmonikoms greitai mazéja. Taciau tai, kad
paklaida greitai tampa glodzia, dar nereiskia, kad Si paklaida greitai ir
mazeja.

3.4 pavyzdys. Zeidelio metodo konvergavimo analizé. Zei-
delio metodo savybes isnagrinékime spresdami vienmatj Laplaso uz-
davinj. Gauname tokia skaiciavimo formule:

nogognl
y?:yz 1 2yz+1 L i=1,2,...,
yo =0, yx=0.

N-1, (3.49)

Pradiniu artiniu imkime tiesinés lygciy sistemos matricos j-gjji tikrinj
vektoriy:
y) =sin(mja;), i=0,1,...,N.
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3.7 pav. pavaizduoti artinio y™ globaliosios paklaidos normos

7", = n_
12| oo Ogl@.%gvlyz Yil

priklausomybés nuo iteracijy skaic¢iaus grafikai, kai 7 = 1,10, 50 ir 99,
o diskreciojo tinklo wy, tasky skaic¢ius N = 100.
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3.7 pav. Zeidelio metodo artiniy paklaidos priklausomybé nuo iteracijos numerio

Matome, kad Zeidelio artinio paklaida labai greitai mazéja, kai
pradiniu artiniu imame auksta harmonika ( tiesiniy lygciy sistemos
matricos tikriniy vektoriy numeriai yra j = 50 ir 99), taciau konver-
gavimas yra létas, kai pradinis artinys yra glodus (t.
10).

Taip pat tirsime, kaip kei¢iasi artinio y" paklaidos jvairiy har-
moniky koeficientai. 3.8 pav. pavaizduoti vektoriaus y” spektrinio
skleidinio

y. 7 =1ir

N-1
Y = Z cj sin(mjx;)
j=1

koeficienty \c?] grafikai, kai n = 0,1, 2, 4. Pradinio artinio koeficientai

& = (1%,

Is pateikty pavyzdziy matome, kad atlike nedidelj skaiciy Zeidelio it-

eracijy gauname glody artinj, kurio paklaidos spektriniame skleidinyje visi
koeficientai jau yra mazi, kai harmoniky numeriai j > N/2. Sig sprendinio
pataisa galime rasti baigtiniy skirtumy schema, kurig sudarome naudodami
diskretyjj tinkla wep su dvigubai didesniu zingsniu. Tokioje tiesiniy lygciy
sistemoje yra keturis kartus maziau nezinomuyjy, o Zeidelio metodas irgi
konverguoja keturis kartus grei¢iau (zr. paprastyjy iteraciju metodo kon-
vergavimo greicio jvertj). Todeél skai¢iavimy apimtis yra apytiksliai Sesiolika
karty mazesné nei sprendziant pradine tiesiniy lygciu sistema (3.48).
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3.8 pav. Zeidelio iteracinio metodo artiniy spektriniy skleidiniy koeficienty grafikai

Pateiksime Sio metodo realizavimo formules. Sakykime, kad yra api-
bréztas operatorius I,th, vaizduojantis vektoriy Y j vektoriy Y2, apibréezta
diskreciojo tinklo wsqy, taskuose:

ey -y

Ji vadinsime projektavimo operatoriumi. Taip pat sakykime, kad yra api-
bréztas interpoliavimo operatorius Igh, vaizduojantis vektoriy Y2" j vektoriy
V&

oy L yh

Dabar jau galime formuluoti dvitinklio metodo algoritma. Vieng jo iteracija
sudaro tokie zingsniai:

1. Zeidelio metodu atliekame m iteracijy tiesiniy lygciy sistemai:
Alyh = ph
gauname artinj V", Tada Y galime uzrasyti kaip dviejy vektoriy suma:
Y =Vv"+ph.

Pazymeékime R" = FP — AV" gautojo artinio V" netikties vektoriy. Tada
pataisa P tenkina tiesiniy lygciy sistema:

Alph = R
2. Pataisy uzdavinj projektuojame j wop, tinkla. Gauname nauja tiesiniy

lygciy sistema:
A, PP = 1M R
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Ja galime uzrasyti ir taip:
A?hp?h — R g e wyy,, (3.50)
¢ia pazymeéjome:
A=A, R =IMRM.
Matrica A?" yra simetriné, kai jvykdyta interpoliavimo ir projektavimo op-
eratoriy suderinamumo salyga:

()" = 1" (3.51)

3. Issprende (3.50) uzdavinj, apskai¢iuojame nauja (3.49) tiesiniy lygéiu
sistemos sprendinio artinj:

yh=vhy b ph

Kadangi dél interpoliavimo operatoriaus poveikio Y paklaidoje gali vel pa-
didéti koeficientai esant aukstoms harmonikoms, tai Zeidelio metodu atlie-
kame m iteracijy tiesiniy lygciy sistemai (3.49).

Spresdami (3.49) uzdavinj vel galime taikyti ta pacia strategija: atlikti
keleta Zeidelio metodo iteracijy ir projektuoti pataisy uzdavinj j diskretyji
tinkla wygp. Tokj procesa kartojame tol, kol gauname tiesiniy lygéiy sistema,
kurig nesunkiai iSsprendziame tiksliai, pavyzdziui, Gauso metodu. Visa
skaic¢iavimy eiga pavaizduota 3.9 pav., o pats metodas vadinamas daugiatin-
klio metodo V wvariantu.

3.9 pav. Daugiatinklio metodo skai¢iavimo schema

3.5 pavyzdys. Projektavimo, interpoliavimo operatoriai. Pa-
nagrinékime vienmatj Puasono uzdavinj:

{ —Yze = f(23), X € wp,

(3.52)
Yo = 0, YN = 0.
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Gauname tiesiniy lygéiy sistema su trijstrizaine matrica:
Ayt = ph
Diskreciojo tinklo woy, taskuose apibrézkime vektoriy:
2h T
Y :(y(]’ Y2, y4a--'>yN)
Imkime tokj interpoliavimo operatoriy:

R Y2i, kai j =21,
(LY )j ) Beitipiee j—2i41 (3.53)
2 B '

Projektavimo operatoriy Igh apskaiCiuosime is (3.51) lygybeés. Api-
brézkime skaliarines sandaugas:

81
(Y2h, V2h) =2 Z ij’Uth,
7j=1
N—-1
(Yh, Vh) = Z yj’Ujh.
7j=1

Pasinaudoje krastinémis salygomis yg = yy = 0 ir vg = vy = 0,
gauname tokias lygybes:

N_q N
2 2
h v 2h 1rh\ _ Y25 + Y252
(I, Y, V") = E 1 Y2;v25h + E 1 f@th
J= J=

N
2 1 1
= Z Y2; <§U2j71 + 25 + 502j+1)h,

j=1

~
h r2hysh hysh
(Y2 V) =23 ey (V) b

j=1

Todél projektavimo operatorius [ ,%h yra apibréziamas taip:

h1rh V2j—1 + 2025 + V2541
(I;"v )Qj = 1 : (3.54)
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Projektavimo operatoriy galime apibrézti ir naudodami matricy
savybes. Imkime N = 6. Tada vidiniuose tinklo taskuose:

1020000
0010000
=100 30100
0000100
0000301

Projektavimo operatoriy rasime normuodami matricos

$ 0000
00000
o 1300
(I3,) =10 0 0 0 0
00 %+ 1 3
00000
0000 3

trecigja ir penktaja eilutes. Naudodami interpoliavimo ir projektavi-
mo operatorius sudarome baigtiniy skirtumy schema diskreciojo tinklo
woyyp, taskuose:

A2hY2h _ I}ZLhAhIghle )
Kadangi teisingos lygybés:

 Y2iv2 — 2y2i + i
(AhlghYQh)j _ 2h2
0, kai j—=2i—1,

 kai j=2i,

tai gauname tokia baigtiniy skirtumy schema:

i+2 — 2Y2i + Y2i—2
A2hy2hy _ Y2i42 i i
( )22 (2h)2

Galima jrodyti, kad daugiatinklio metodo konvergavimo greitis neprik-
lauso nuo diskreciojo parametro h, todél (3.47) baigtiniy skirtumy schemos
sprendinj randame atlike O(N?) aritmetiniy veiksmy.

3.6 pavyzdys. Daugiatinklio metodo konvergavimo analizé.
Pateiksime skaitinio eksperimento rezultatus. Spreskime modelinj uz-
davinj:

{ —Yzz =0, X € wp,

y0:0, yN:0.
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Pradiniu artiniu imkime vektoriy
Yy =¢€", i=12...,N—1.

Kadangi tikslus tiesinés lygciy sistemos sprendinys yra ¥ = 0, tai
daugiatinklio metodo sprendinys sutampa su paklaida. 3.1 lenteléje
pateiktas daugiatinklio metodo cikly skai¢ius, po kurio paklaida tapo
mazesné uz € = 1076,

3.1 lentelé. Daugiatinklio metodo cikly skaicius

N m=2 m=3 m=4 m=>5

32 ) 4 4 4
64 ) 4 4 4
128 ) 4 4 4




