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4.4. P ir NP sudétingumo uzdaviniai

P sudétingumo uzdaviniai

Ankstesnése paskaitose iSnagrinéjome daug uzdaviniy ir beveik visais at-
vejais sudaréme algoritmus, kuriy sudétingumas — O(n*) veiksmy. Cian yra
dydis, charakterizuojantis duomeny skaiciy, k£ algoritmo sudétingumo eilé.
Tokius uzdavinius vadiname polinominio sudétingumo ir ju klase zymime P
(angl. polynomial time computable).

Nagrinékime pirma paprasta pavyzdj, kai sudedame ir dauginame dvi
n X n dydzio matricas A ir B. Matricy suma A + B apskaiciuojame atlike
n? sudéties veiksmy, o ty pa¢iy matricy sandaugos AB sudétingumas yra
2n3 aritmetiniy veiksmuy.

Antrajame pavyzdyje rusiuojame skai¢iy masyva {vi,ve,...,v,}. Bur-
bulo algoritmu §j uzdavinj issprendziame atlike O(n?) veiksmy, o sparéiai-
siais algoritmais §j masyva surtusiuojame dar grei¢iau, uztenka tik O(nlogn)
veiksmy.

Polinominio sudétingumo uzdavinius vadiname praktiskai iSsprendzia-
mais uzdaviniais, nes jy sprendimo laikas yra gana trumpas ir taikydami
galime ieskoti tiksliy sprendiniy. Daugianario laipsnis k£ algoritmo sudétin-
gumo jvertyje turi biiti nedidelis, nes net ir O(n'") sudétingumo algoritmas
yra neefektyvus nors kiek didesniam uzdaviniui spresti. Taciau daugumos
Siame vadovélyje nagrinéjamy algoritmy sudétingumas nevirgija O(n?) eilés.

NP sudétingumo uzdaviniai

Egzistuoja daug svarbiy taikomuyjy uzdaviniy, kuriems kol kas sukurti
tik eksponentinio O(a™) arba faktorialinio O(n!) sudétingumo algoritmai.
Labai svarbu iSmanyti tokius uzdavinius, nes taikydami juos sprendziame
tik apytiksliai ir naudojame polinominio sudétingumo euristinius algoritmus.

Eksponentiniy algoritmy pavyzdzius nagrinéjome spresdami Hamiltono
ciklo, keliaujanc¢io pirklio ir kuprinés uzpildymo uzdavinius. Pateiksime
dar viena pavyzdj. Tarkime, kad reikia sudaryti visus skirtingus n daikty
iSdéstymo variantus. Jy yra n!, todél net ir tada, kai nauja déstinj gauname
atlike O(1) veiksmy, visus variantus rasti yra O(n!) sudétingumo uzdavinys.
Si funkcija didéja labai greitai.

Palyginkime n? ir 2 sudétingumo algoritmus. Padidinus duomeny skai-
¢iy dvigubai, polinominio sudétingumo algoritmo skaiciavimo trukmeé pa-
didéja keturis kartus. Eksponentinio sudétingumo algoritmo skaié¢iavimo
trukmé padidéja du kartus, pridéjus tik viena papildomg duomenj, ir keturis
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kartus, pridéjus du duomenis. Visuose praktiniuose uzdaviniuose toks uzda-
vinio duomeny skaic¢iaus didéjimas yra visai nereikSmingas, bet skaic¢iavimo
trukmeé isauga labai smarkiai.

Sioje grupéje isskiriame NP (angl. nondeterministic polynomial time)
uzdaviniy klase. Pateiksime ne visai griezta jos apibrézima.

Pirma, nagringjame tik sprendimo priémimo uzdavinius (angl. deci-
sion problems), kai reikia duoti atsakyma taip arba ne i pateikta klausima.
Daugelj vadovélyje jau iSnagrinéty uzdaviniy nesunku suformuluoti ir kaip
sprendimo priémimo uzdavinius. Pavyzdziui, galime klausti, ar duotajame
grafe egzistuoja Hamiltono ciklas? Daznai tenka spresti optimizacijos uz-
davinius. Nagrinékime uzdavinj apie trumpiausio kelio tarp dvieju G grafo
virStuniy u,v € V radima. Tada pasirenkame skaic¢iy k ir klausiame, ar
egzistuoja kelias, jungiantis Sias virsunes, kurio ilgis nedidesnis uz k?

Antra, N Pklasés uzdaviniams neZinome polinominio sudétingumo spren-
dimo algoritmy, taciau, atlike O(n*) veiksmy, galime patikrinti, ar duotasis
objektas yra uzdavinio sprendinys. Pavyzdziui, jei turime skaic¢iy masyva
{v1,v2,...,v,}, tai, lygindami visas skai¢iy poras (v;, v;+1), patikriname, ar
masyvas surusiuotas. Panasiai, jei duotas kelias p, jungiantis grafo virsunes,
tai, atlike O(n) veiksmu, patikriname, ar tai Hamiltono ciklas.

Nagrinésime N P klasés uzdaviniy specialius sprendimo algoritmus, su-
darytus is dviejy daliy.

1. Atlike O(n™) veiksmy, generuojame nauja potencialy sprendinj (tai
gali buti paprastas spéjimas ar sprendinys, kurj konstruojame naudo-
dami atsitiktiniy skai¢iy generatoriy).

2. Naudodami polinominio sudétingumo O(n*) algoritma (angl. wverifica-
tion algorithm), patikriname ar radome sprendinj. Jei spéjimas buvo
nesékmingas, tai vél atlickame pirmajj zingsnj.

Jeigu tikrinant sprendinj nepavyksta esmingai sumazinti bandymuy skai-
¢iaus, ir tikriname beveik visus galimus variantus, tai tokio algoritmo sudeé-
tingumo funkcija yra O(a™) arba O(n!) eilés.

Nagrinékime du pavyzdzius. Pirmajame rusiuojame n skaic¢iy masyva,
o antrajame ieSskome Hamiltono ciklo grafe, kurj sudaro n virsuniy. Tada
egzistuoja n! skirtingy Siy skaiciy ar virsuniy iSdéstymo budy. Tikrindami,
ar pasirinktasis kelias p sudaro Hamiltono cikla, negalime smarkiai sumazinti
likusiy varianty skaiciaus, visi Siuo metu zinomi Sio uzdavinio sprendimo
algoritmai yra eksponentinio sudétingumo.
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Sprendziant skaiciy rusiavimo uzdavinj situacija yra kitokia: tikrindami,
ar masyvas jau surusiuotas, galime atmesti neperspektyvius variantus. Tar-
kime, kad tikrindami vykdome burbulo algoritma ir sukei¢iame vietomis tuos
elementus, kuriems $i salyga negalioja. Tada, atlike O(n) veiksmy, gauname
nauja masyva, kurio didziausias elementas jau atsiduré reikiamoje vietoje.
Taigi duomeny aibé sutrumpéja vienu vienetu, todél skirtingy varianty lieka
tik (n—1)!. Atlike dar O(n—1) veiksmy vél sumaziname varianty skai¢iy dar
(n — 1) karta (dabar jau du didziausi elementai yra surusiuoti). Kartodami
burbulo algoritmo pagrindinj zingsnj, surtsiuojame visg masyva, ir tokio
algoritmo sudétingumas yra O(n?).

Taigi P klasés uzdavinius galime greitai (t. y. atlike O(n) veiksmuy)
iSspresti, o spresdami NP klasés uzdavinius, mokame tik greitai patikrinti
sprendinj. Aisku, kad P C NP, t. y. kiekvienas polinominio sudétingumo
uzdavinys priklauso ir IV P klasei, nes, rade sprendinj galime nebetikrinti jo
teisingumo.

I$ savo patirties zinome, kad iSspresti uzdavinj yra daug sunkiau, nei
patikrinti, ar turime sprendinj. Imkime Hamiltono ciklo radimo uzdavinj.
Net ir sparciausiy jo sprendimo algoritmuy sudétingumas yra O(2"), o ti-
krindami sprendinj atlickame tik O(n) veiksmy. Taciau nors sis skirtumas
toks didelis ir zinome Simtus panasiy pavyzdziy, kol kas nejrodyta, kad
P # NP, t. y. nezinome né vieno uzdavinio, kurio sprendinio patikrinimo
algoritmas yra polinominio sudétingumo, o patj sprendinj galime rasti tik
atlike eksponentinj skaiciy veiksmy. Tai jrodyti sudétinga todél, kad reikia
nagrinéti visus jmanomus uzdavinio sprendimo algoritmus bei pateikti apa-
tinj sudétingumo funkcijos jvertj Q(n). Tokiy jverciy sudarymo metody yra
labai nedaug ir jie dazniausiai tinka tik konkretiems algoritmams.

NP pilnieji uzdaviniai

Klausimas apie uzdaviniy klasiy P ir NP tapatuma yra pagrindiné
algoritmy sudétingumo teorijos problema. Siame skirsnyje susipazinsime
su dar viena uzdaviniy klase, kurios savybés smarkiai didina tikimybe, kad
hipotezé P # N P teisinga.

Matematikoje daznai taikome sprendimo metoda, kai nauja uzdavinj
transformuojame j kita, jam ekvivalenty, o §j jau mokame spresti. Nesunku
isitikinti, kad tarp kai kuriy jau iSnagrinéty N P sudétingumo uzdaviniy taip
pat egzistuoja toks rysys.

Nagrinékime keliaujancio pirklio marsruto ir Hamiltono ciklo radimo uz-
davinius. Tarkime, kad zinome polinominio sudétingumo algoritma, apskai-
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¢iuojantj trumpiausig pirklio marsrutg bet kokiame pilnajame grafe. Tada
visoms grafo G briaunoms e; € E suteikime svorj, lygy vienetui. Jeigu dvi
grafo virsunés v,w € V nebuvo sujungtos briauna, tai apibréziame nauja
briauna, kurios svoris lygus 2. Tada apskaiciuojame trumpiausig pirklio
marsruta gautajame grafe. Jei jo ilgis lygus grafo G virsuniy skaiciui, tai
radome Hamiltono cikla, jei didesnis — toks ciklas neegzistuoja. Mums
pavyko vieng uzdavinj transformuoti j kita. Deja, nemokame greitai spresti
keliaujancio pirklio uzdavinio, todél tokia transformacija negali padéti grei-
tai patikrinti, ar egzistuoja Hamiltono ciklas.

Tarp NP sudétingumo uzdaviniy apibréziame NP pilnyjy uzdaviniy
poaibj, kurj zymésime NPC (angl. NP-complete). Jam priklauso sudé-
tingiausi uzdaviniai, kurie parenkami taip, kad jei pavykty sukurti kurio
nors Sios klasés uzdavinio polinominio sudétingumo sprendimo algoritma,
tai ir bet kurj kita NP klasés uzdavinj galétume isspresti atlike polinominj
skaiciy veiksmy.

Sakome, kad uzdavinys A yra polinomigkai transformuojamas j kita
uzdavinj B, jei zinodami B sprendimo polinominio sudétingumo algoritma,
galime sudaryti ir uzdavinio A polinominio sudétingumo sprendimo algorit-
ma.

Uzdavinys A priklauso N PC klasei, jei A € NP ir kiekvieng N P klasés
uzdavinj polinominio sudétingumo algoritmu galime transformuoti j A. Daz-
niausiai tai atliekame dviem etapais. Pirmiausia parodome, kad j A galime
polinominio sudétingumo algoritmu transformuoti kita N P pilnaji uzdavinj
B. Tada bet kurj NP klasés uzdavinj C' transformuojame j A, atlikdami
tarping C' uzdavinio transformacija j B € NPC'. Sis jrodymo budas remiasi
tokiu paprastu teiginiu.

4.6 teorema. Jeigu uzdavinys B € NPC ir ji galime polinomiskai trans-
formuoti j kita uzdavinj A € NP, tai A € NPC.

Pazymeétina, kad jei uzdavinj A € N P galime polinomiskai transformuoti
i kitg uzdavinj B € N PC, tai dar nereiskia, kad A € NPC.

Tai, kad NP pilnyjy uzdaviniy klasé yra netuscéia, 1971 m. jrodé S.
Kukas. Siuo metu yra zinomi keli §imtai tokiy uzdaviniy, bet dar niekam
nepavyko sukurti polinominio sudétingumo algoritmo, iSsprendzianc¢io kurj
nors NPC klasés uzdavinj. Todél labai tikétina, kad hipoteze P # NP
yra teisinga. 4.11 pav. pavaizduota schema, isreiskianti daugelio Sios srities
specialisty poziurj apie uzdaviniy klasiy P, NP ir N PC tarpusavio sarysj.
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NPC

()

4.11 pav. Hipotezé apie P, NP ir N PC sudétingumo uzdaviniy sarysj

NPC sudétingumo uzdaviniy pavyzdziai
Jau nagrinéjome kelis tokius uzdavinius:

1. Keliaujancio pirklio uZdavinys. Duotas svertinis grafas G = (V, E),
reikia rasti trumpiausia pirklio marsruta, kai jis po viena kartg aplanko
visas grafo virSunes ir grizta j prading virsune.

2. Hamiltono ciklas. Reikia patikrinti ar duotajame grafe G = (V| E)
egzistuoja ciklas, jungiantis visas jo virsunes.

3. Diskretusis kuprinés uZpildymo uZdavinys. Turime n daikty, kuriy
turiai yra vy, ve, ..., s, 0 kaina py,po, ..., p,. Reikia rasti tokj daikty
rinkinj, kuris tilpty j V' turio kuprine ir krovinio verté buty didziausia.

4. Déziy uzpildymo uzZdavinys. Turime keletg vienetinio turio déziy ir n
daikty, kuriy dydziai vy, vo,..., vp, ¢ia 0 < v; < 1. Siuos daiktus
reikia sudéti i kuo mazesnj skaiciy déziy.

Apibrézdami N P uzdaviniy klase, nagrinéjome tik sprendimo priémimo
uzdavinius. Cia pateikéme ir optimizavimo uzdavinius, todél aptarsime
sarysj tarp abiejy tipy uzdaviniy.

Spreskime déziy uzpildymo uzdavinj, tada formuluojame klausima: ar
galima visus daiktus sukrauti j k déziu. Jei k > n, tai atsakymas trivialus
— taip. Taip pat akivaizdu, kad atsakymas bus ne, jei £ < vy + vo +
...+ v,. Taciau pasirinke k, artima minimaliam déziy skaic¢iui, gauname
labai sudétinga uzdavinj, kurio nemokame spresti polinominio sudétingumo
algoritmu.

Pateiksime dar tris NV PC sudétingumo uzdavinius.

1. Konjuktyvi normaliofi forma. Nagrinéjame Bulio algebros funkcija,
kurios nariai yra jungiami loginiu operatoriumi AND (ji Zymime A),
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o kiekvienas narys yra sudarytas i§ Bulio kintamyjy arba ju neiginiy,
sujungty loginiu operatoriumi OR (ji Zymime V). Pateiksime tokios
funkcijos pavyzdi:

(@aVb)A(aVeVvd)A(aVe).

Reikia nustatyti, ar egzistuoja kintamyjy reiksmes, kada duotoji Bulio
funkcija lygi vienetui. Priminsime, kad Bulio algebroje kiekvienas
kintamasis gali jgyti tik dvi reikSmes — 0 arba 1. Kaip tik §j pavyzdj
nagrinéjo S. Kukas, apibrézdamas pirmaji N PC klasés uzdavinj.

2. Grafo virsuniy dazymo uZdavinys. Turime neorientuotajj grafa G =
(V, E). Kiekviena jo virsune nudazome kokia nors spalva. Kiek ma-
ziausiai reikés parinkti spalvy, kad visos grafo briaunos jungty skir-
tingy spalvy virsunes?

3. Darby tvarkarascio sudarymas. Reikia atlikti {¢1,tq,...,t,} trukmes
darbus, ju baigimo terminai — {dy,ds,...,d,}. Jei darbai nebus atlikti
laiku, tai teks mokéti baudas {bi,bs,...,b,}. Kokia tvarka reikia
vykdyti darbus, kad bauda buty maziausia?

Visus Siame paragrafe suformuluotus uzdavinius realiai taikydami spren-
dziame tik euristiniais algoritmais. Juy pavyzdzius pateikéme nagrinédami
godziuosius algoritmus.



