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Pagrindinés témos

@ Transporto uzdaviniai
o Iskilusis programavimas. Ekonominé interpretacija.

@ Netiesinis programavimas. Kuno-Takerio salygos. Ekonominé
interpretacija.

@ Dinaminis programavimas.
@ Stochastinis programavimas.

o Tinklinis planavimas.
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Vertinimo tvarka (1)

W 1 kolokviumas
B 2 kolokviumas

Papildomi balai
B Egzaminas

Optimizavimas ekonomikoje



Vertinimo tvarka (2)

NG

B Savarankis ki darbai
B Namy darbai

O Aktyvumas

B Taisingi atsaky mai
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Jvadas: geriausias sprendimas
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Matematiniy metody ir modeliy tipai: 4 pagrindinés grupés

Normatyvinio ir balansinio planavimo metodai

Matematinio programavimimo (optimizavimo) metodai

Tikimybiy ir statistiniai metodai

Kibernetiniai metodai
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(1) Normatyvinio ir balansinio planavimo metodai

Normatyvinio ir balansinio planavimo metody pamata sudaro normaty-
vy matrica. Pati normatyvy matrica ir yra matematinis modelis. Nu-
statomi svarbiausi ekonominiai parametrai (plétros tempai, rentabilu-
mo normatyvai). Sio modelio detalizacija, naudojant specialius tiesinio
programavimo metodus, leidzia parinkti optimaly direktyvy ivykdymo
varianta.
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(2) Matematinio programavimimo (optimizavimo) metodai

Matematinis programavimas yra matematiné disciplina, nagrinéjanti sa-
lyginiy ekstremaliy uzdaviniy sprendimo teorija ir metodus. Analitiniai
matematiniai programavimo metodai skirstomi j Sakas:

tiesinj programavima

kai apribojimai ir tikslo funkcija isreiksti tiesinémis lygtimis ir
nelygybémis;

| N\

netiesinj programavima

kai nors vienas apribojimas (ar tikslo funkcija) iSreikStas netiesinémis
lygtimi ar nelygybe.
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(2) Netiesinis programavimas

Skirstomas j iskilyjj ir neiskilyjj programavima.

ISkilusis programavimas

tiria maksimumo radimo problema, kai kintamuyjy rysius isreiskia
funkcijos, iskilosios aukstyn (arba minimumo problema - kai funkcija
iSgaubta zemyn). IS iskilojo programavimo metody placiausiai yra
iSnagrinéti kvadratinio programavimo metodai, kur rysius tarp
kintamuyjy isreiskianti iskiloji funkcija yra kvadratiné.

| \

Neiskilojo programavimo
bendryjy sprendimo metody néra sukurta; yra nemazai apytiksliy

metody, naudojamy tik kai kuriy uzdaviniy sprendimo atvejais (pvz.,
gradientiniai metodai, kintamos metrikos metodai).
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(2) Matematinio programavimimo (optimizavimo) metodai

Stochastinis programavimas

Uzdavinio salygy apibudinimo parametrai néra konkreciai apibrézti skaiciai, o
atsitiktiniai dydziai.

Sveikaskaitis programavimas

Sio tipo uzdaviniy nemazai pasitaiko sprendziant tiesnio programavimo
uzdavinius, kai kintamieji yra transporto priemonés, technologiniai jrenginiai,
Z1Mones.

Dinaminis programavimas

Teskomas optimalus sprendinys ne vienam laikotarpiui, bet keletui.

LoSimy teorija

Nagrinéja optimizavimo problemas, kai yra keli nepalyginami optimnalumo
kriterijai, arba saveika keliy asmeny ar oorganizacijy, is kuriy kiekviena turi
savo optimalumo kriterijy (konkurencija, arbitrazas, kooperacija ir t.t.). Tai
teorija, nagrinéjanti konfliktines situacijas.

Optimizavimas ekonomikoje 12 / 121



(3) Tikimybiy ir statistiniai metodai

Tikimybiy ir statistiniai metodai

Tikimybiy ir statistiniams metodams priklauso nemazai ekonometriniy
metody:

e regresijos metodai (tiesineé, daugialype, logistiné);
o dispersiné analizé;

o klasteriné analizé;

o diskriminantiné analizé;

o faktoriné analizé.

Galima dar paminéti masinio aptarnavimo (laukimo arba eiliy) teorijos
metodus.

v
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(4) Kibernetiniai metodai

Tinklinio planavimo metodai

Tinklinio planavimo metodai naudojami didziuliams transporto
gamybos, mokslinio tyrimo, ukiniy ir finansiniy operacijy kompleksams
kontroliuoti ir koordinuoti.

Imitaciniai metodai

| \,

Imitaciniai metodai leidzia tirti jvairius ekonominius bei techninius
reiskinius ne naturaliomis salygomis, bet dirbtinai sukurtose, kai
imituojams nagrinéjamas reiskinys ar procesas. Modeliuojami jvairus
gamybiniy sistemyvariantai dar pries juos realizuojant, ir parenkamas
geriausias sprendinys. Imitacijos procesas kompiuteriu trunka keleta
miniciy, per kurias apskaic¢iuojami duomenys apie procesus,
trunkancius visus metus.

A\
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Matematiniy metody ir modeliy schema
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|
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Transporto uzdavinys

Praktikoje daugelio tiesinio programavimo uzdaviniy apribojimy matri-
ca yra specialios strukturos. Tokiems uzdaviniams spresti sukurti pa-
prastesni ir efektyvesni negu simplekso metodai. Pavyzdziui, transporto
uzdavinys, kai ieSkoma vienalyc¢io produkto ekonomiskiausio pervezimo
plano is siintimo j paskirties punktus, sprendziamas potencialy, paskyrs-
tymo ir kt. metodais.
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Transporto uzdavinio formulavimas

e Tegu m siuntimo punktuose Ay, ..., A, atitinkami yra ay, ..., a, vienety
kokio nors vienaly¢io krovinio. Ta krovinj reikia pervezti i n paskirties
punktus By, ..., By, kuriems jo reikia atitinkamai by, ..., b, vienety.

e Krovinio vieneto pervezimo kaina i$ siuntimo punkto A; i paskirties
punkty B; lygi ¢j. Be to, krovinio pervezimo kaina tiesiai proporcinga
pervezamo krovinio kiekiui.

e Reikia sudaryti tokj krovinio pervezimo plana, pagal kurj visi kroviniai

i$ siuntimo punkty bus isvezti, visy vartotojy poreikiai bus patenkinti,
o bendroji pervezimo kaina bus maziausia.
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Transporto uzdavinio lentelé (1)

Siuntimo

Paskirties punktai

: Itekliai
punktai B, B, B,
- A C1 C1a Cyn
* X11 X12 Xin a
A (31 Caa Con
2 X21 Xaa Xon ax
¢ ¢ [+
A ml m2 mn
" Xm1 Xm2 Xmn m
Poreikiai by by by,
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Transporto uzdavinio lentelé (2)
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Swedbank SEB SB
Antanas 5% 2% 5% 50
Leonas 25% 15% 40% 60
Petras 15% 30% 10% 10
100 45 60




Matematinio modelio sudarymo schema

Ivedami kintamieji (nezinomieji)

UZrasomi apribojimai kintamiesiems
o Uzrasoma tikslo funkcija ir nurodoma min ar max jos reikSmé yra
ieskoma

o UZrasomas uzdavinio matematinis modelis
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Transporto uzdavinio matematinis modelis

..............

..............
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Transporto uzdavinio savybés (1)

Transporto uzdavinys turi optimajyji pervezimo plana tada ir tik tada,
kai tenkinama balanso salyga ) a; = > b;.

1 apibrézimas

| \

Jeigu teisinga lygybé ) a;j = > bj, tai transporto uzdavinys vadinamas
subalansuotu.

v

2 apibrézimas
Jei teisinga nelygybé > a; > )" by arba ) a; < ) b;, tai transporto
uzdavinys vadinamas nesubalansuotu.
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Transporto uzdavinio matriciné forma

Reikia rasti min {c, x), kai Ax = b, x > 0. Cia

X=(X115 -ve» Xims ooes Xmps wovs Xmun) s

C=(C115 ++vs Cins «+vs Couts vvvr Cour) T,

1 1...1 0 0...0...0 0 ...0° /a4
00..01 1..1..00...0 f%\
4=]0 0...0 0 0...0...1 1...1) b={a,
1 0...0 1 0...0...1 0...0 by
00...100...1...00 1) I,

a¥=(0, 0, ..., 0, 1,0, ..., 0, 1, 0, ..., O)T.

Vektoriaus a¥ i-oji ir m-oji koordinatés yra vienetai, o kitos - nuliai.
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Transporto uzdavinio savybés (2)

2 savybeé

Transporto uzdavinio apribojimy matricos A rangas lygus m+ n — 1.
Vadinasi, baziniy kintamyjuy yra m+ n — 1, o laisvyju kintamuju
skai¢ius mn — (m+ n —1).

3 savybeé

| N\

Tegu istekliai a; ir poreikiai b; yra sveikieji skaiciai. Tada egzistuoja
bent vienas transporto uzdavinio optimalusis bazinis sprendinys su
sveikosiomis baziniy kintamyjy reikSmemis.
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Baziniai ir laisvieji langeliai

Transporto uzdavinio lentelés langelj, kuris yra eilués A; ir stulpelio B;
sankirtoje, zymeésime (1, ) .

Langelj, kuriame jrasytas bazinio sprendinio bazinis kintamasis,
vadinsime baziniu, arba uzpildytu langeliu.

4 apibrézimas

Langelj, kuris atitinka bazinio sprendinio laisvajj kintamaji, vadinsime
laisvuoju, arba neuzpildytu langeliu.

Optimizavimas ekonomikoje 25 /121



Grandinés

5 apibrézimas

Sutvarkytas langeliy rinkinys, kuriame gretimi du langeliai yra
transporto uzdavinio lentelés toje pacioje eilutéje arba tame paciame
stulpelyje, taciau jokie trys langeliai néra vienoje eilutéje arba viename
stulpelyje, vadinamas grandine.

Pvz., grandine

(i1541), (11, 42)5 (i2542) 5 -5 (k=15 k)5 (ks Jk)

jungia siuntimo punktg A; su paskirties punktu Bj,. Vieno langelio
grandiné (i, j-) jungia punkta A; su punktu B;j,.
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Ciklai (1)

6 apibrézimas

Grandiné, kurioje pirmasis ir paskutinis langeliai yra toje pacioje
transporto uzdavinio lentelés eilutéjé, arba tame paciame stulpelyje,
vadinama, ciklu.

Grafiskai ciklg galima vaizduoti uzdara lauzte, kurios virsunés yra ciklo
langeliuose. Kiekvienoje virsunéje susiduria dvi lauztés atkarpos, kuriy
viena eina eilute, o kita stulpeliu.
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Galimy cikly pavyzdziai
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Transporto uzdavinio savybés (3

‘

4 savybeé

Sakykime, kad transporto uzdavinio lenteléje, kurioje yra m eiluciy ir n
stulpeliy, laisvai pazyméta m + n langeliy. Jei mn > m + n, tai
egzistuoja ciklas, kurio virstinés yra pazymeétuose langeliuose.

5 savybé

| N\

Sakykime, kad transporto uzdavinio lentele apraSytas pervezimo
planas. Jis yra bazinis tada ir tik tada, kai i$ uzimtyjy langeliy
negalima sudaryti ciklo.

| A

6 savybe

Sakykime, kad transporto uzdavinio lentele aprasytas pervezimo
planas. Tada kiekviena laisvajj langelj atitinka vienas ir tik vienas
ciklas, kurio pradzia yra tame langelyje, o visi kiti langeliai yra baziniai
(uzimtieji).

‘ .
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Pradinio plano radimo metodai

Transporto uzdavinys sprendziamas remiantis simplekso metodo idéja.
Todél turi buti patenkintos 3 salygos:

o Uzdavinys duotas forma Kmax-
o Apribojimy sistemos laisvieji nariai yra neneigiami.

@ Zinomas aprobojimy sistemos neneigiamas bazinis sprendinys.

Susipazinsime su dviem pradinio neneigiamo bazinio sprendinio radimo
metodais:

@ siaurés vakary kampo (jstrizainés) metodu,

e maziausios kainos (maziausio elemento) metodu.
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Siaurés vakary kampo metodas

Imkime subalansuota transporto uzdavinj:

H B, B; Tt B, a;
A, Cu Ci2 ... Cin a
A, Cm Cmz .. Cmn A

1
bj bl bz bn
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Siaurés vakary kampo metodas (1)

e IS pradziy pildomas (1, 1) - Siaurés vakary kampo langelis:
irasomas x; = min {ay, b1 }.

o Jeigu a; > by, tai x101 = b;. Vadinasi, gavéjo Bj poreikiai visiskai
patenkinti, o siuntimo punkte A; liko a; — b; vienety krovinio.
Kadangi gavéjui By is kity siuntimo punkty krovinio vezti nereikia,
tai lenteléje iSbraukiamas pirmas stulpelis.

o Jeigu a1 < by, tai Xfl = a;. IS A; iSveztas visas krovinys, taciau
gavéjo By poreikiai ne visiskai patenkinti. Lenteléje isSbraukiama
pirmoji eiluté.

o Jeigu a; = by, tai X{)1 = a; = by. IS A; iSveztas visas krovinys ir
visiskai patenkinti gavéjo By poreikiai ne visiskai patenkinti.
Lenteléje iSbraukiama pirmoji eilute.
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Siaurés vakary kampo metodas (2)

o Toliau lentelé nagrinéjama be isbrauktos eilutés arba stulpelio.
Tagal tas pacias taisykles uzpildomas naujas Siaurés vakary
kampas.

o Kiekvienu zingsniu uzpildomas vienas langelis ir lenteléje
iSbraukiama viena eiluté, arba stulpelis.

@ Procesas tesiamas, kol uzpildomas paskutinis (m, n) langelis.
Paskutiniame zingsnyje kartu iSbraukiama eiluté ir stulpelis.

o Gauname m + n — 1 uzpildyta langelj. Neuzpildytus langelius
atitinkancias kintamyjy reiksmes prilygine nuliui x}}, gauname
pradinj pervezimo plana.

Siaurés vakary kampo metodu rastas pervezimo planas yra bazinis. J
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Rasti bazinj sprendinj Siaurés vakary kampo metodu

B, B, B, a;
A, 10 15 8 600
A, 9 13 11 500

b; 250 450 400 1100
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Rasti bazinj sprendinj Siaurés vakary kampo metodu (ats.)

BI .Bg Bs ai

10 15 8
250 350 600

100 400 500

b, | 250 | 450 | 400 | 1100
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Maziausios kainos (maziausio elemento) metodas

Sudarydami pradinj bazinj pervezimy plana Siaurés vakary kampo me-
todu, neatsizvelgiama j krovimio pervezimo kaina. Daznai toks planas
labai nutoles nuo optimaliojo. Todél ieskant optimaliojo plano, reikia
atlikti daug iteracijy.

Iteracijy skaic¢ius buina mazesnis, kai pradinis planas randamas maziau-
sio elemento metodu. Taikant §j metoda, kiekviename zingsnyje pildo-
mas langelis, kurj atitinka maziausia pervezimo kaina tarp neuzpildyty
langeliy. Po to isbraukiama eiluté arba stulpelis (pagal siaurés vakary
kampo metodo schema).
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Rasti bazinj sprendinj maziausio elemento metodu

B, B, B, a;
A, 10 15 8 600
A, 9 13 11 500

b; 250 450 400 1100
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Rasti bazinj sprendinj maziausio elemento metodu (ats.)

B, B, B, a;

10
A, 15 8 600

200 400

9

4, 13 1|
250 250
|

by 250 450 400 1100
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Ciklai (2)

Pervezimy lentelés duoto laisvojo (neuzpildyto) langelio ciklu vadinama
uzdara staciakampé lauztiné linija, tenkinanti salygas:

o lauztés pradzia ir pabaiga yra laisvame langelyje, o kitos virsunés
yra baziniuose langeliuose (nebutinai visuose);

o kiekvienoje lauztés virsunéje sueina tik dvi grandys, kuriy viena
eina eilute, o kita - stulpeliu (ciklas gali save kirsti, bet susikirtimo
taskas néra ciklo virsuneé);

o ciklo virSunéms pakaitomis priskiriami + ir —, pradedant nuo
virSunés laisvame langelyje, kuriai priskiriamas +.

Kiekvienam laisvam langeliui egzistuoja ciklas ir tik vienas. J

Pervezimy lenteléje yra mn — (m + n — 1) laisvy langeliy, todél galima
nubrézti tiek cikly.
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Galimy cikly pavyzdziai

2 3 3 3 2l .~ 3 + [
] Ab R 0f | oW 0=
Ll B E { 1 & L2 3 i [l ¢
T 5T a5l e 40 N s = e
3 3 7 7 T 14 v 7 1 2
14 + . =40

Lanteléje Ll pavaizduoti 1aiqu langelly g, %y, Ty

cik-
lai, 0.12 pavaizduoti Ty, Ty, ciklaiv '
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7 apibrézimas

Poslinkis ciklu per skaiciu x - tai veiksmas, kada prie skaiciy, esanciy
teigiamose ciklo virsunése, pridedamas skaicius x, is skaiciy, esanciy
neigiamose virsunése, atimamas x, o skaiciai nesantys ciklo virsunése
nekeiciami.

Lenteléje L3 pavaizduotas langelio x3p ciklas, o L4 - poslinkio x32 ciklu
per 5 rezultatas

2 3 3 ¥ 1 3 Iy £
10 o | R A LY I
' 3 i i e ) s I 1 t I3
L3 §5_| 15 1.t | M4 {5 15
CA ) ‘._2 . - ) ] 7 ]
- ¥ B I B 5} 3
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Transporto uzdavinio sprendimas paskirstymo metodu (1)

Tarkime, kad Zinomas subalansuoto transporto uzdavinio bazinis planas
x%. Tikslo funkcija taske x? igyja reik§me

m n
f(x%) = ZZ c,-jxg-.
i=1 j=1

Imkime bet kurj laisvaji langelj (i, jo) ir, priskyre jam +, sudarykime
zenklinta cikla. Apskaiciave

© = min X?
(i)~

ir atlike poslinkj cikle skai¢iumi ©, gauname kita atraminj plang x!.
Tikslo funkcija taske x! jgyja reiksme

1)_ZZC’J Xij -

i=1 j=1
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Transporto uzdavinio sprendimas paskirstymo metodu (2)

Pokytj galima iSreiksti
Af = f(xb) = £(x°) = 740 ©,

kur

Yiojo = § :C"J'_ § :Cij

(i7" (id)~
yra laisvojo langelio (g, jo) skaitiné charakteristika. Cia
D G D G
(L (M)

sumos pervezimo kainy, esanciy atitinkamai pliuso ir minuso Zenklais
pazymétuose ciklo langeliuose.
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Paskirstymo metodo realizavimo schema

@ Siaurés vakary kampo ar maziausio elemanto metodu randamas

pradinis bazinis planas x°.

@ Kiekvienam laisvajam langeliui (7, j) sudaromas Zenklintas ciklas ir
apskaiCiuojama skaitmeniné charakteristika ;. Jeigu visos v;; > 0,
tai bazinis planas x° yra optimalus.

© Randama maziausia neigiama charakteristika
Yiogo = min Yii < 0.
Langelio (i, jo) Zenklinto ciklo pagalba randamas

© = min Xg.
(ig)~

Atlike poslinkj siame cikle skaic¢iumi ©, gauname kita lentele ir ja
atitinkantj atraminj plang x!, it t.t.
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ISspresti paskirstymo metodu

Sandéliai | B B, B, B, B, |Atsargos
4, o ‘ ' : |45
4, : ' ’ ! 120
4, . ’ ' ‘ | 55
4, ! : ‘ . !l 50

Paraiskos | 20 20 30 40 60 170
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|Sspresti paskirstymo metodu (ats.)

Optimalus sprendinys: 880 eu

Sandéliai B 1 B ) B 3 B 4 BS Atsargos
10 6 7 8 5 45
Al 20 25
8 7 9 4 4 20
A2 20
A3 10 9 7 6 5 55
20 35
A4 4 5 6 10 8 50
20 30
Paraiskos 20 20 30 40 60 170
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Potencialy metodas (1)

Tiesioginis transporto uzdavinys:

m n
minE E CijXij

i=1 j=1
Xi1t+x2+...+XxX1p =a1|| 1
X1+ X2+ ...+ Xn = a2 W
Xml +Xm2 + ... ¥ Xmn = aml|| Um
xX11+x1+ .. +Xm =bi||wvn
X2+ x02+ .. +xXm2 =ba|| v
Xin +Xon + .. + Xmn = bn|| Vn
VX,'J' 2 0
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Potencialy metodas (2)

Dualusis transporto uzdavinys:

m n
max E aju; + E ijj
i—1 =1

u+vi <
up+vo <
ul+vs < Cn
w+wv <o

Un+ Vn < Cmn

Vui € R, Vv; € R.
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Potencialy metodas (3)

Nagrinekime sistema

(h+wn—oc1) 1 =0
(171 + v — C12) -x12 =0
(Em + Vp — Cmn) Xmn =10

Cia Xy yra baziniy kintamuyjy reik§més turimame sprendinyje. Nagriné-
jamuy lygéiy bus m+ n — 1, nes tiek yra baziniy kintamuyjy.
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Potencialai (1)

Tarkime, kad X, > 0. Tada gauname m + n — 1 lygciy sistema su m+n
nezinomaisiais:

i+ =11
i+ =1
L_’m + ‘7n = Cmn

Si sistema turi be galo daug sprendiniy. Norédami gauti konkrety spren-
dinj, pasirenkame laisvai kurio nors kintamojo reiksme, pvz., i3 = 0 .
Tuomet kity nezinomyjy reikSmes surasime vienareikSmiskai. Rastos
reikSmés vadinamos punkty potencialais: iy - sitntimo punkty potencia-
lai, v, - gavimo punkty potencialai.
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Potencialai (2)

Langelio 7, j charakteristika (jvertinimas) apskaic¢iuojamas pagal formule
Vij = Ui + Vj — ¢jj.

Jeigu visi jvertinimai yra neteigiami, tai bazinis planas yra optimalus.
Priesingu atveju parenkame didziausia teigiama jvertinima:

Yoo = Max ij = max {Tj + Vj — cij}

1
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Potencialy metodo realizavimo schema

@ Siaurés vakary kampo ar maziausio elemanto metodu randamas
pradinis bazinis planas x°.
@ IsSsprende sistema, randame potencialy reiksmes. Kiekvienam

laisvajam langeliui (/,/) apskai¢iuojamas jvertinimas:
Yij = Ui + vj — ¢j.

Jeigu Vi j < 0, tai bazinis planas x% yra optimalus.
© Pagal didziausia teigiama jvertinima

Viojo = Maxy;; >0

parenkame laisvajj langelj. Priskyre langeliui (ig,jo) pliuso Zenkla,
randame
© = min x2.
(%)
Atlike poslinkj Siame cikle skai¢iumi ©, gauname kita lentele ir ja
atitinkantj atraminj plang x!, it t.t.
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ISspresti potencialy metodu

B, B, B, a;
A, 10 15 8 600
A, 9 13 11 500

b; 250 450 400 1100
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|Sspresti potencialy metodu (ats.)

BI .Bg Bs ai

10 15 8
250 350 600

100 400 500

b, | 250 | 450 | 400 | 1100
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ISsigimusio transporto uzdavinio sprendimas

Transporto uzdavinys yra iSsigimes, jeigu bent vieno jo bazinio plano
bazinio kintamojo reiksmé lygi nuliui. Sprendziant iSsigimusj uzdavinj,
gali buti pradinis bazinis planas jau issigimes arba neissigimes, taciau
kitoje iteracijoje gaunamas iSsigimes bazinis planas.

Kaip kiekvienam issigimusiam baziniam planui parinkti papildomus uz-
imtuosius langeliuis, kad jy skaic¢ius buty lygus m+ n— 17
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(1) Pradinis bazinis planas yra issigimes

ISsigimes bazinis pradinis planas gaunamas tada, kai uzpildant eilinj lan-
gelj, ji atitinkancio siuntimo punkto krovinio istekliai ir paskirties punkto
poreikiai lygts nuliui. Tada j ta langelj jrasome nulj, t.y. laukome jj uz-
imtu, ir iSbraukiame eilute, kurioje jis yra. Taip parinkdami uzimtuosius
langelius, gausime pradinj bazinj plang, kurj atitinkancioje lenteléje yra
m 4+ n — 1 uzimtas langelis.
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(2) Pradinis bazinis planas néra issigimes

Antrajji atveji gauname, kai zenklinto ciklo minuso zenklu pazymétuose
langeliuose yra dvi arba daugiau maziausios (vienodos) baziniy kinta-
myjy reiksmeés. Atlike poslinkj tokiu ciklu, gauname du arba daugiau
langeliy, kuriuose atsiranda nuliui, t.y. langeliai tampa laisvi. Vieng
i$ ty langeliy paliekame laisvy, o j kitus jraSome nulius ir juos laikome
uzimtaisiais.
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|Sspresti potencialy metodu (z,;, = 1900)

Siunti- Paskirties punktai
mo Isteklial
punktai | B1 | B: | By | By

A 100
A, 1 4 3 2 300
A, 3 3 1 2 600

Poreikiai| 300 | 400 | 100 | 200 1000
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Nesubalansuotas transporto uzdavinys (1)

Apibrézimas

Jeigu transporto uzdavinio bendrieji iStekliai ) a; virsyja bendruosius
poreikius ) bj, arba atvirksciai, tai transporto uzdavinys vadinamas
nesubalansuotu.
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Nesubalansuotas transporto uzdavinys (2)

Jeigu )~ a; > > bj ir nesvarbu, i$ kuriy siuntimo punkty nebus iSveztas
krovinys, tai papilde transporto uzdavinj fiktyviu gavéjy Bpi1, kurio

poreikiai yra
m n
T S
i=1 j=1

vienetu krovinio, ir laikydami pervezimo kaing is bet kurio siuntimo
punkto j fiktyvy paskirties punkta B,y1 lygia nuliui, gauname subalan-
suota transporto uzdavinj.
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Nesubalansuotas transporto uzdavinys (3)

Jeigu Y a; < ) bj ir nesvarbu, kurio paskirties punkto poreikiai ne-
bus visiskai patenkinti, tai papilde transporto uzdavinj fiktyviu siuntéju
Am+1, kurio istekliai yra

n m
am+y1 = § b; — E aj
=1 i—1

vienetu krovinio, ir laikydami pervezimo kaina is fiktyvaus siuntéjo i bet
kurj paskirties punkta lygia nuliui, gauname subalansuota transporto
uzdavinj.
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Nesubalansuotas transporto uzdavinys (4)

Nesubalansuoty ir juos atitinkanciy subalansuoty uzdaviniy tikslo funk-
cijos yra vienodos.

Pradinj bazinj plana sudarant maziausio elemento metodu, iS pradziy
reikia pildyti langelius su teigiamomis kainomis. Paskiausiai pildomi lan-
geliai, esantys papildomoje eilutéje arba stulpelyje. Tada subalansuota
uzdavinj sprendzaint potencialy metodu, reikia atlikti maziau iteracijy.
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Nesubalansuotas transporto uzdavinys (5)

Rade subalansuoto uzdavinio optimalyjj pervezimo plana, galime uzra-
Syti atitinkamo nesubalansuoto uzdavinio optimalyjj plana.

Krovinio kiekis, kurj pagal subalansuoto uzdavinio optimalyjj plana rei-
kia nuvezti is fiktyvaus punkto Api1 | paskirties punktus B;, reiskia,
kiek vienety krovinio nebus atvezta siam gavéjui.

Krovinio kiekis, kurj pagal optimalyji pervezimo plang reikia nuvezti is

siuntimo punkto A; i fiktyvy paskirties punkta B,41, reiskia, kiek vienty
krovinio nebus isvezta i$ siuntimo puinkto A;.
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ISspresti potencialy metodu (z,;, = 193)

Paskirties punktai
Stuntimo Iitekliai
punktai B, , B, B, B,
4, 5 3 6 4 26
Ay 4 1 2 1 36
Ay 3 2 4 1 36
Poreikiai 35 37 30 27 129>98
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Tinklinis planavimas

Tinkliniu planavimu vadinamas susijusiy darby (operacijy) komplekso
realizavimo tyrimo metodas. Taikant §j metoda, darby kompleksas vaiz-
duojamas schema, vadinama tinkliniu grafiku.

Remiantis tuo grafiku, sudaroma darby atlikimo eilé, apskai¢iuojamas

projekto realizavomo laikas, sprendziami su projekto jgyvendinimu susije
uzdaviniai.
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Grafai ir tinklai

Grafa galima apibrézti kaip aibiy pora (S, U), kur S - virSuniy aibé, U
- briauny aibé. Toliau naginésime tik orientuotus grafus.

Kelias (grandiné)

Grafo briauny seka {(P,-17 Py), (Pi, Ps), ..., (Pi, P,-k+1)}, kurioje
kiekvienos paskesnés briaunos pradzia sutampa su ankstesnés pabaiga,
vadinama keliu, jungianciu virsung P;, su virsune P;_ .

Ciklas
Kelias, kuris prasideda ir baigiasi toje pacioje virsunéje, vadinamas
ciklu. Vienos braiunos ciklas vadinamas kilpa.

| \

| A

Tinklas

Grafas, kurio elementams (dazniausiai briaunoms) priskiriami skaiciai,
vadinamas tinklu.
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Tinklinis grafikas

Sudetingame darby komplekse daug darby, susijusiy technologiniais ry-
siais. Viena darba negalima pradéti, nebaigus kity. Sudarant tokio
darby komplekso realizavimo projekta, patogu ta darby kompleksg vaiz-
duoti grafu, kuris vadinamas tinkliniu grafiku.

Norint sudaryti tinklinj grafika, reikia zinoti visus darbus, jy atlikimo
eile ir kiekvieno darbo trukme. Pradiné informacija gali buti pateikta
ivairiai.
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1.1 lentelé

1.2 lentele

Darbis | s’y dara | teakme | | Doroas | DTSR | Darbe
Dy - 4 D, D, 4
Dy - 3 D, Dy, D;, D, 3
Dy - 2 Dy Dy 2
D, D,, D, 4 D, D,, D, 4
D Dy, Dy 7 Dy D, 7
Dy D, 5 Dg D,, Dg 5
D, Dy, Dy 7 D, — 7
Ds Dy, Dy 9 Dy Dy, 9
D, D, 5 D, - 5
Dy Dy 4 Dy, — 4
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Tinkliniame grafike kiekvienas darbas vaizduojamas kryptine atkarpa
(briauna) (P,, P;). Atkarpos pradZia rei¥kia darbo pradZig, o pabaiga —
darbo pabaigy. Grafo virSiinés P; vadinamos jvykiais. Kiekvienas ivykis
nusako vieny darby pradZia, kity pabaiga. Jeigu P, ir P, yra to paties dar-
bo pradZios ir pabaigos jvykiai, tai sakoma, kad juos jungia darbas (P,, P)).
Laikysime, kad visi tinkliniame grafike vaizduojami darbai yra elementa-
rils, t. y. darbai, kuriuos galima pradéti tik tada, kai visiskai uZbaigti anks-
tesni darbai.
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Tinklinio grafiko sudarymo schema (1)

Tinklinj grafika galime sudaryti pagal Sitokig schema:

1. Kiekvienam darbui D, priskiriame pabaigos ivyki P,;
2. Jeigu pries kurj nors darba néra darby, kurie turi biti uzbaigti, tai
Jjo pradZios jvyki Zymésime P, ir vadinsime projekto pradZia;

3. Jeigu pries darba D, reikia atlikti tik vieng darba D,, tai darbo D,
pradZios jvykiu laikysime darbo D; pabaigos jvyki; ’

4. Jeigu prie§ darbg D, reikia atlikti darbus D,, D, ...,D;,kaik>1,
tai tinklinj gra_fikq papildome nauju jvykiu P,,, kuri laik sime
darbo D, pradiia. Darby D,, D,, ..., D, pabgigos iv;kius sz ivy-
kiu P, sujungiame fiktyviais nulinés trukmés darbais. Fiktyviis darbai
grafiskai vaizduojami punktyrinémis linijomis

5. Darbo, po kurio néra kity darby, pabaigos jvvkj vadinsime projekto
pabaiga. Jeigu tinkliniame grafike yra kelios projekto pabaigos, tai jas
sujungus fiktyviais darbais, liks viena pabaiga
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Tinklinio grafiko sudarymo schema (2)
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Sudaryti 1.1 Int. darby komplekso tinklinj grafika (1)

Sudarant tinklinj grafika, patogu naudotis lentele, gauta papildzius
1.1 lentelg darby pradzios bei pabaigos ivykiais (1.3 lentelé¢). Naudojantis
gia lentele, lengva ivardinti visas tinklinio grafiko briaunas — realius ir
fiktyvius darbus — bei vir§ines — darby pradZios ir pabaigos jvykius.
Realiy darby pradZios yra trefioje grafoje, o pabaigos — antroje grafoje.
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Sudaryti 1.1 Int. darby komplekso

tinklinj grafika (2)

1.3 lentelé

Darbas Pabaigos lfradi.ios Da.rbai: baigti Darbo

ivykis 1vykis pries §j darbg | trukmeé
D, P, P, - 4
D, P, P, - 3
Dy P, P, - 2
D, P, Py D, D, 4
Dy P Py D,, Dy 7
Dy Py P, D, 5
D, P, Pys Dy, D, 7
D 8 P 8 P 13 -DI: D [ 9
D, Py Py Ds ' 5
Dy Py Py Dy 4
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Sudaryti 1.1 Int. darby komplekso tinklinj grafika (3)

Tre€iosios grafos jvykiai, kuriy néra antroje grafoje (pvz. Py,), yra fikty-
viy darby pabaigos jvykiai. Tokie fiktyviis darbai prasideda pabaigos jvy-
kiais darby, sura8yty tos pafios eilutés definéje puséje. 1.4 lenteléje suragyti
visi realis ir fiktyvas darbai, jy trukmés bei pradZios ir pabaigos jvykiai.
Taigi 1.4 lenteléje aprafytas 1.1 lentelés darby komplekso tinklinis grafi-
kas. o ' .

Optimizavimas ekonomikoje 74 / 121



1.1 Int. darby komplekso tinklinis grafikas

1.4 lentelé
Darbas Darbo | v?)arbas : Darbe
PradZios | Pabaigos trukmé PradZios Pz‘lbalgos trukmé
ivykis ivykis ivykis ivykis
' \
P, Py 4 ‘ Py Py 4
P, P, 3 P, Py 0
P, Ps 2 P, Py 0
Py P, 4 P, Py 0
Py, Py 7 Py Psy 0
P, P, 5 P, Py 0
P, P, 7 Py Pis 0
Pys Py 9 P, Py 0
P, Py 5 Py Py 0 (
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1.1 Int. darby komplekso tinklinis grafikas: daug fiktyviy darby
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1.1 Int. darby komplekso tinklinis grafikas (alternatyva)

Fiktyviy darby galéty buti maziau sudarant tinklinj grafikg kitu budu:
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Tinklinio grafiko sudarymo taisyklés

1. Jeigu jvyki P; su jvykiu P, jungia daugiau kaip vienas darbas, tai
tinklinis grafikas paplldomas naujais jvykiais, kurie su P, sujungiami fik-
tyviais darbais

2. Jeigu jvykiu P, baigiasi ir prasideda daugiau kaip vienas darbas ir
ne visiems prasidedantiems jvykiu P; darbams bitina uZbaigti visus dar-
bus, kurie baigiasi tuo jvykiu, tai tmkhnls grafikas papildomas naujais
ivykiais ir fiktyviais darbais

3. Jeigu yra kelios projekto pradzms arba pabaigos, tai jos sujungia-
mos fiktyviais darbais
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Metodai jvykiams numeruoti

Toliau nagrinésime tinkliniy grafiky pavyzdZius, aprasytus lentele arba
pavaizduotus paveiksle. Patogu nagrinéti, kai tinkliniame grafike kiekvie-
no darbo (P;, P,) pradZios jvykio numeris i maZesnis uZ pabaigos jvykio
numerj j. Jeigu tinkliniame grafike yra darby (P, P;), kai i > j, tai pries pra-
dédami ji nagrinéti i§ naujo sunumeruojame jvykius.
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Numeravimo schema (1)

1. PradZios jvykiui priskiriame numerj O;

2. Tinkliniame grafike iSbraukiame visas, prasidedanfias jvykiu P,,
briaunas. Jas i§braukus, atsiranda jvykiy, kuriais nesibaigia jokie darbai.
Tokius jvykius vadinsime 1-ojo rangoe jvykiais. PaZymésime, kad maksima-
lus jeinanciy | kelig, jungiantj pradZios jvyki P, su bet kuriuo 1-ojo rango
‘ivykiu, briauny skaifius lygus 1;
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Numeravimo schema (2)

3. Tibraukiame visas, iSeinanéias i¥ 1-ojo rango ivykiu, briaunas. Ivy-
kius, kuriais nesibaigia jokie darbai, vadinsime 2-ojo rango ivykiais. Kelyje,
jungianéiame pradZios ivyki P, su bet kuriuo 2-ojo rango ivykiu, maksi-
malus briauny skaidius lygus 2; :

4. Braukydami briaunas toliau, vieninteliu biidu visiems ivykiams pri-
skiriame rangus. Sakome, kad tinklinj grafika issluoksniuojame. Pazymési-
me, kad maksimalus briauny skaicius kelyje, jungianfiame pradZios
ivyki P, su bet kurivo r-ojo rango ivykiu, lygus r;

5. Ivykius numeruojame Sitaip: 1-ojo rango jvykiams skiriame numerius
1,2, ..., ky; &a k, — pirmojo rango ivykiy skaifius; 2-ojo rango jvykiams
priskiriame k;+1, ky+2, ..., ky+k, ir t. €.

Taip sunumeravus tinklinio grafiko jvykius, bet kurios briaunos (darbo)
(P,, P,) pradZios jvykis P; bus maZesnio rango negu jvykis P,. Vadinasi, ir

jo numeris i bus maZesnis negu j.
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Fordo algoritmas (1)

Kai tinklinis grafikas didelis, grafiskai ji vaizduoti nepatogu. Todél
i¥sluoksniuojant naudojamas algoritmas. Pateiksime viena i§ labiausiai
paplitusiy algoritmy — vadinamaji Fordo algoritma, kuris taikomas ne
tik tinkliniam grafikui igsluoksniuoti, bet ir jam nagrinéti.

Sakysime, kad tinklinis grafikas, kuriame yran+ 1 jvykis Py, j =0,1,...,n,
aprafytas lentele. Taikydami Fordo algoritma, laikomés Sin taisykliu:

1. Kiekvienam jvykiui P, priskiriame skai¢iy 2{?=0. Imame k=1ir
taikome 2 taisyklg;

2. I§ lentelés, kuria apragytas tinklinis grafikas, bet kuriuo budu (pa-
vyzd¥iui, pagal eilg) imame jvykius Py ir darbus (P, P,). Ivykiui Py priski-
riame skaiiy A =0, kitiems ivykiams — skaiius

7\5.")=max{7\,§”+1}, jml, cees
i

gia A — paskutinis jvykiui P, priskirtas skaicius, t.y. AD =D arba

Optimizavimas ekonomikoje 82 /121



Fordo algoritmas (2)

3. Lyginame jvykiui P, priskirtus skaiius 2G=D ir A%, Jeigu
AP =20, j=0, 1, ..., n,

tai taikome 4 taisyklg. Jeigu bent vienam ivykiui P; priskirti skaitiai A%
ir AP skiriasi, tai k keitiame k+1 ir taikome 2 taisykle;
4. Ivykiams P,, j=1, ..., n, priskiriame rangus, kurie lygis

Ap=2P == =1, ..., om

5. Numeruojame jvykius. vykio Py numerio nekeiiame; 1-ojo rango
ivykiams priskiriame numerius 1, 2, ..., k;; 2-0jo rango ivykiams —
numerius ky+1, ky,+2, ..., kj++k, it t. t. Cia k, — r-ojo rango jvykiy
skaidius.
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Fordo algoritmo pritaikymo 1.4 Int. rezultatas

1.5 lentele
b MDA oA age,ag | Nauias
Py ] 0 0 0 0 0
Py 0 i 1 1 1 1
Py 0 1 1 1 1 2
Ps 0 1 1 1 1 3
Py 0 1 3 3 3 7
s 0 1 3 3 3 8
Py 0 2 2 2 2 4
P, ] 1 4 5 5 11
P 0 ! 4 5 5 12
Py 0 3 5 6 6 13
Py 0 2 2 2 2 5 =
Py 0 2 2 2 2
Py 0 3 4 4 4 10
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1. Sudarykite darby kompleksy tinklinius grafikus
2. Nauduodamiesi Fordo algorimtu, iSsluoksniuokite sudarytus tinklinius gra-
fikus.

ps | D% it | B | [ o [ B | g
i D, - 3 D, - 4
| D, D, 4 D; - 5
| Dy D, 5 Dy D, 3
D, - 6 Dy Dy, D, 7
Dy - 5 D, - 9
D, Dy, Dy 7 D, D, 2
D, Dy, D, 5 D, D, 5
Dy Dy, D 3 D, D, 3
| Dy D, 8 D, D;, D, 4
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Tinklinio grafiko parametrai: kritinis kelias ir kritinis laikas

Norint apskaidivoti projekto realizavimo laika arba i§spresti kitus su
projektu susijusius uzdavinius, reikia Zinoti tinklinio grafiko parametrus.

1. Kritinio kelio ir kritinio laiko savokes. Nagrinésime tinklinj grafika,
kurio briaunos (P;, P;) vaizduoja darbus, o vir§inés P;, j=0, 1, ..., n, —
darby pradZios ar pabaigos ivykius. Kiekvienai briaunai (P,, P;) priskir-
tas skailius ¢;, — vaizduojamojo darbo trukmé. Skaifiu f,; vadinsime
briaunos (P, P;) ilgiu. Kelio {(Pi, P,), (Pi, Pi)s .- (Pi_, P,
(P, P,-Hl)} ilgiu vadinsime { ji jeinangiy briauny ilgiy suma

A A R T
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Kritinis kelias ir kritinis laikas (1)

Norédami apskaidiuoti viso projekto realizavimo trukme, turime nu-
statyti kiekvieno ivykio anks&iausiajj laikg. Laikysime, kad projekto pra-
d7ia (jvykio P, anksCiausiasis laikas) To=0. Tada anksCiausiasis jvykio
P, laikas, kurj Zymésime TY, lygus ilgiausio kelio i§ P, { P, ilgiui.

1 apibréZimas. Kritiniu laiku T, vadindmas projekto pabaigos ivykio
P, anksciausiasis laikas T9.

I §io apibréZimo i$plaukia, kad viso projekto realizavimo trukmé lygi
kritiniam laikui T,.

2 apibréZimas. Bet kuris kelias i§ P, | P,, kurio ilgis Iygus T,, vadinamas
kritiniu.
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Kritinis kelias ir kritinis laikas (2)

Tinkliniame grafike gali biti keletas kritiniy keliy. Darbai, esantys kri-
tiniame kelyje, vadinami kritiniais, o kiti — nekritiniais. Jeigu, didindami
resursy kiekj (iSskirdami daugiau darbo jégos, jrengimy ar Zaliavy), kri-
tinius darbus atliksime gre1c1au tai projekto realizavimo trukmé (kriti-
nis laikas) sumazés. Taciau, jeigu uzt@slme kurinos nors kritinius darbus
daugiau negu numatyta projekte, tai viso projekto realizavimo laikas pa-
ilges. Todél ilgiausias kelias ir pavadintas kritiniu. Sutrumpinus nekriti-
niy darby atlikimo trukme, kritinis laikas nesumazés. Taupant resursus,
galima uZtesti arba véliau pradéti nekritinius darbus. Taéiau, kad viso
projekto realizavimo trukmé nepadidéty, nekritiniy darby atlikimo laikg
galima prailginti tiek, kad tie darbai tapty kritiniais.

Taigi kritinis laikas gali nepakisti, nors kai kurie P; jvyks véliau uZ
T° Véliausiajj ivykio P, laika, kuris nepadidina kritinio laiko, Zymésime

Nesunku suvokti, "kad T} lygus kritinio laiko T, ir ilgiausio kelio
i§ PJ i P, ilgio skirtumui,
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Algoritmas parametrams T7 apskaiciuoti

1. Paeilivi imame jvykius P, ir darbus (P;, P;). Ivykiui P, priskiriame
skaiiy A,=0, kitiems ivykiams P,, j=1, ..., n, — skaiCius

Nn=max{A+1t,}, j=1, ..., B
1

2. Prie skaiCiaus A; rajome jvykj (ivykius), su kurio skaiSiumi 2, teisinga
(2.1) lygybe;
3. Skaigius ; lygus ilgiausio kelio i§ P, i P, ilgiui. Taigi T9=2;,7=0,1,

e ML
Kritinis laikas T,=A,.

Remiantis pagal 2-gja taisykle surafytais jvykiais, nesunku rasti visus
kritinius kelius.
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Algoritmas parametrams T apskaiciuoti

1. Atvirkitia tvarka imame jvykius P, ir darbus (P, P;). Ivykiui P,
priskiriame skaiiy p,=0, kitiems jvykiams P; — skaiCius

wi=max {p;+1,;}, i=n-—-1, ..., 0;
j

2. Prie skai€iaus p; raSome ivyki (ivykius), su kurio skai€iumi p; teisin-
ga (2.2) lygybe;

3. Skai€ius ., lygus ilgiausio kelio i§ P; i P, ilgiui. Taigi T, =g, T}=
=T,—uy, i=0, 1, ..., n

Visus kritinius kelius galima rasti ir remiantis prie ., sura8ytais jvykiais.
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Uzd. Tinkliniu grafiku rasti parametrus T, T} ir kritinj kelig
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Naudodamiesi pirmuoju algoritmu, apskaidiuojame

Aop=0;

M=max {Ay+7u}=3, Py

he=max {Ao+1fos M+la}=35, Py;
As=max {A;+#z, Aptlpgt=11, Py;
hy=max {M+ty, Aptinn}=6, Py, Ps;
As=max {M+ty, Mty )=14, Py
Ag=max {Ag+1se, Astliat=19, P,.

TDPagal 3-aja taisykle T§=0, T7=3, T8=5, T¢=11, T9=6, T2=14,
=19.
6
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Naudodamiesi antruoju algoritmu, apskaiciuojame:

te=0;
pp=max {us+ty}=2, Py;
Pg=max {u;+1553=10, Pg;
ts=max {pg+15}=8, Pg;
pe=max {,+1tay, Pgt+ig}=14, P,;
pa=max {{;+ty5 ty+ g, Patlig, pattya}=16, Py;
Ro=max {{to+1tys, tha+rlp}=19, P,.
1Paggl 3-aja taisykle T,=19, T§=0, T{=3, T} =5, T} =11, T}=9, Ti=17,

c=17
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Ats.: Kritinis kelias

Dabar rasime kritinj kelia. Skai&iy py, kuris lygus kritiniam laikui, ga-
vome sudeje p, — ilgiausio kelio i§ P; | P, ilgj ir #,;, — darbo (P, Py) truk-
me. Vadinasi, darbas (Py, £,) yra kritiniame kelyje. Skai€iy p, gavome su-
déje pp — ilgiausio kelio i§ Py i Pg ilgi ir #,, — darbo (P, Py) trukme,
(Py, Py) yra kitas darbas kritiniame kelyje. Panasiai samprotaudami jsitiki-
name, kad darbai (P, P,) ir (P, P,) taip pat yra kritiniame kelyje. Taigi
kritinis kelias yra {(P;, P,), (P), Py), (P, Py), (P,, Pyl
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Laiko rezervai (1)

Analizuojant projekto realizavima, reikia zinoti jvairius laiko rezervus.
Jie apibréziami remiantis parametrais Tj0 ir le.

Laisvés intervalas

Laiko tarpas [TJ-O, le} vadinamas jvykio P; laisvés intervalu, arba

rezerviniu intervalu.

Pilnasis laiko rezervas

Darbo (Pj, Pj) pilnuoju laiko rezervu vadinamas skaicius
pi=T;—T) —t;

Pilnasis laiko rezervas nusako, kiek darba (P;, P;) galima uztesti (ve-
liau pradéti) nedidinant kritinio laiko. Isnaudojus pilnaji (P;, P;) laiko
rezerva, velesni darbai (Pj, Px) pradedami tik vélaiusiuoju laiku le.

Optimizavimas ekonomikoje 95 / 121



Nagrinéjaimo tinklinio grafiko (p.91) parametrai TP, T} bei intervalai [TP, T}]
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PJ Py Py P, P, P, P, P,
T; 0 3 11 6 14 19
T 0 3 11 9 17 19
73, 13 - - - - 6, 91 | [14, 17] -




Laiko rezervai (2)

Laisvasis laiko rezervas

Darbo (P;, P;) laisvuoju laiko rezervu vadinamas skaicius

_ 70 0 _ o
lj=Tj = Tj = tj.

Laisvasis laiko rezervas nurodo, kiek darba (P;, P;) galima uztesti (vé-
liau pradeéti), netrukdant anksciausiuoju laiku TJQ pradéti vélesniy darby.
Naudojantis darbo (P;, P;) laisvuoju laiko rezervu, gali sumazéti anks-
tesniyju darbu (P, P;) pilnieji laiko rezervai, taciau vélesnijujy darby
pilnieji laiko rezervai nesikeicia.
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Laiko rezervai (3)

Nepriklausomasis laiko rezervas

Darbo (Pj, P;) nepriklausomuoju laiko rezervu vadinamas skaicius

my = max {070~ 7~ 15}

Isnaudojus §j rezerva, P; ivyksta véliausiuoju laiku T,-l, o P; - anksciau-
siuoju laiku TJ-O. Nepriklausomasis laiko rezervas nepriklauso nuo kity
darby laiko rezervy panaudojimo.

Uzd. Raskite nagrinéjaimo tinklinio grafiko (p.91) laiko rezervus
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Nagrinéjaimo tinklinio grafiko (p.91) laiko rezervai

| Darbo|___L2iko rezervai
Darbas | truk-
mé Py ly niy
(Po, Py) 3 0 0 0
(Po, Py) 4 1 1 1
(Py, Pp) | 2 ] ] 0
(P1, Py) 7 1 1 1
(Py, P) | 3 3 0 0
(Py, Ps) 5 9 6 6
(P, Py) | 6 0 0 0
(Py, Py) 1 3 0 0
(Ps, Pg) & 0 0 0
(P, Py) 8 3 0 0
(Ps, Pg) | 2 3 3 0

Optimizavimas ekonomikoje 99 / 121



Tiesiné projekto diagrama (1)

Tinklinis grafikas nurodo darby eile, taciau jis nenusako, kokie darbai
turi buti vykdomi kiekvienu laiko momentu. Kai projektai nedideli,
patogu naudotis vadinamaja tiesine diagrama.
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Tiesiné projekto diagrama (2)

Pasirinktu masteliu horizontalioje adyje atidedame laikg. Kiekviena
darba vaizduojame laiko agiai lygiagre&ia atkarpa, kurios ilgis lygus dar-
bo trukmei. Ivykio P, laikg laikome nuliniu. Atkarpas i§déstome viena virg
kitos pagal darby sara¥a. Atkarpa (P,, P;) bréziame taip, kad jos pradzia
P, buty vertikaléje, kurioje yra toliausias i¥ atkarpy (2,, P,) desiniyjy ga-
ly. Tode'ol atkarpos (P;, P;) pradZia sutampa su jvykio P, anksciausiuoju
].alku T i
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Nagrinéjaimo tinklinio grafiko (p.91) tiesiné diagrama

T I T S S |

b8 1012 h st

102 / 121

Optimizavimas ekonomikoje



Tiesiné projekto diagrama (3)

Remiantis diagrama, galima rasti tinklinio grafiko parametrus.

Kritinis laikas T, lygus paskutinio diagramos tasko Ps laikui.

Kritinis kelias brézinyje pazymétas punktyrine linija. Jj randame
sitaip. Imame darba (Ps, Ps), kurio pabaiga sutampa su kritiniu laiku.
Sios atkarpos kairysis taskas P3 pagal laika sutampa su darbo (P,, P3)
desiniuoju tasku P3. Atkarpos (Pz, P3) kairysis taskas sutampa su
darbo (P1, P2) desiniuoju tasku P ir t.t.
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Tiesiné projekto diagrama (4)

Naudojantis diagrama, nesunku rasti laiko rezervus ir paaiskinti jy
prasme. Pilnasis darbo (P,, P)) laiko rezervas rodo, kiek galima nukelti
atkarpa (P, P)) i deSing, nekeitiant kritinio laiko. Pavyzdziui, Py, Py)
galima nukelti per 6 laiko vienetus iki (P;, Py), po to dar per 3 laiko viene-
tus kartu su (P;, P;). Vadinasi, pilnasis darbo (2,, P,) laiko rezervas yra
P1:=9. Laisvasis darbo (P;, P)) laiko rezervas rodo, kiek galima nukelti
atkarpa (P;, P,) i define, nekeiciant atkarpy (P;, Py). Nepriklausomasis
darbo (P, P,) laiko rezervas rodo, kiek atkarpa (P;, P)) galima nukelti i
defing, jeigu ji jau buvo nukelta pagal ankstesniy darby pilnuosius laiko
rezervus, o vélesni darbai nekeliamij.
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Tiesiné projekto diagrama (5)

Jeigu darby laiko rezervai dideli, tinklinis grafikas »lankstus®, tai dar-
bus galima uZtesti nedidinant Vviso projekto realizavimo laiko. Jeigu dau-
gelio darby laiko rezervaj lygis nuliui, tai tinklinis grafikas yra , kietas®.
Tada mazai galimybiy sutaupyti resursy arba pigiau realizuoti projekta
nedidinant realizavimo laiko.
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Raskite tinkliniy grafiky kritinj kelia, laiko rezervus ir nubraizykite tiesines diagramas

Optimizavimas ekonomikoje 106 / 121



Tinklinio planavimo uzdaviniai. Resursy paskirstymas.

Realizuojant projekta, reikalingi jvairtis resursai: darbo jéga, jrengimai,
finansai. Kadangi resusrai riboti, tai iskyla jvairus jy paskirstymo uzda-
viniai. Pagrindiniai uzdaviniai yra Sitokie:

1. Kaip skirstyti resursus, kad visa darby kompleksg buty galima
atlikti per trumpiausia laika?

2. Reikia rasti maziausia resursuy kiekj, reikalinga visiems darbams
atlikti per tam tikra laika.

J

Bendryjy metody tokiems uzdaviniams spresti néra.
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Projekto realizavimo kainos minimizavimas (1)

Paprastai, darby kainos (iskaidos atliekant darbus) priklauso nuo darby
trukmés. Daznai trukmei didéjant kaina mazéja. Taciau buna atvéjy,
kai didéjant trukmei didéja ir islaidos.
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Projekto realizavimo kainos minimizavimas (2)

Nagrinésime projekta, kai nustatyta kiekvieno darbo (P;, P;) minimali
trukme dj;. Darbo kaina c;; apskaic¢iuojama pagal formule

cj = —ajjtj + bjj, aj =0, bj >0,

¢ia tj - darbo (P;, Pj) trukmeé. Reikia rasti projekto realizavimo pla-
na, pagal kurj darby kompleksas buty atliktas per trumpiausia laika su
maziausiomis sanaudomis.

Is formulés isplaukia, kad, didinant darbo trukme, jo kaina mazéja. Va-
dinasi, kiekvieno darbo trukmé turi buti kiek galima didesné. Kita ver-
tus, trumpiausias laikas lygus kritiniam laikui, imant t; = d;;. Vadinasi.
galima uztesti tik nekritinius darbus iki jie taps kritiniais.
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Projekto realizavimo kainos minimizavimas (3)

Tarkime, kad apskai&iuoti parametrai 79, 7. ; i
. N » N o N 3 L] =0’ 1""’ ] --
lt{l!‘uS kel_las bei kgitmjs'l?ul_cas. Nekritiniy diarhi; ;ibg paEymé?llci;erT;t?)s iI;r;’
ki, pflklsi_usanén_; krnlmlam keliui, aibe — K. Sakykime, 7, — p:lanuo-
jamas %vylgo J_"J lalkas,:1'r=_0, 1, ..., n Kad darby kompleksas buty atliktas
per kritinj laikg, dydZiai T, turi tenkinti $ias salygas: ‘

Ty=T}=T}, kai PeKk; (3.2)
TJ—TI":tu? du, kai (‘Pil PJJE.R.

Tada projekto realizavimo kaina yra

7= 2 (—ay(T,=T)+b,). (3.3)
*,P)
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Uzdavinio matematinis modelis (1)

Reikia rasti T;, j =0,1,...,n reikSmes, tenkinancias (3.2) salygas, su
kuriosmis (3.3) funkcija jgyja maziausia reikSme:

min D, (= au(T,—T)+b,), (34
@, P)

T,~T,>d,;, jei (P, P)eR;
T,=T% jei PgeK, (3.5)
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Uzdavinio matematinis modelis (2)

Tarkime, kad reikia rasti projekto realizavimo plana, pagal kurj darby
kompleksas baty atliktas su maZiausiomis sanaudomis per tam tikrg lai-
kg T, kuris yra didesnis uZ kritinj. Matematinis modelis bus $itoks: reikia
rasti

min D (—a,(T,~T)+by), (3.6)
P, P)
kai
ﬂ_Tg?d” Vis]’ems (Ph PJ),
To=0, T,<T. (3.7

PaZymésime, kad Cia T, ne kritinis, o planuojamas jvykio P, laikas.
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Uzdavinio matematinis modelis (3)

Jeigu darby kainos apskai¢iuojamos remiantis netiesinémis funkcijomis,
tai sudare matematinj modelj gauname netiesinio programavimo u-
davinj. Pavyzdzivi, kai

__ a4y
CU_ f” ] a.lj>0,
turime i8kilojo programavimo uZdavinj su tikslo funkcija
2 T
-1
®. P)

ir tiesiniais (3.5) arba (3.7) apribojimais.
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Pavyzdys. Nagrinékime projekta
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Pavyzdys (1)

Tarkime, kad skai¢iai, sura$yti prie grafiko briauny, reiskia darby (P;, P;) minimaliq
trukme d,;. Darby kainos c;, apskai¢iuojamos pagal formules

Co1= — 5251+ 100,
Coa= — 345+ 100,
c13= —10¢,3+50,
C15= — 82,3150,
C1o=—2t:,+60,

¢15= —10t,; +100

Ca3=—4dt,3+ 80,
Coq= = 5t4+120,
C3e= — 313 +100,
C45= — 10245250,
Cy= =4ty |- A0,
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Nagrinéjaimo tinklinio grafiko parametrai TJ-O ir le
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P, Py P, Py P, P, P, Py
T; 0 3 5 11 6 14 19
T} 0 3 5 1 9 17 19

ry, 13 - - - - 6, 91 | [14, 17] -




Nagrinéjaimo tinklinio grafiko tiesiné diagrama

G ST

T I T S S |

b8 1012 h st
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Pavyzdys (2)

Reikia rasti projekto realizavimo plana, pagal kurj darby kompleksas baity atliktas
per trumpiausia laika su maZiausiomis sanaudomis,
_ - Sudarysime matematinj modeli. Parametrai T3 ir T} apskai¢iuoti (2.1 lenteld). Kriti-
nis kelias yra {(P,, P,), (P, P,), (Ps, Py), (Py, Py)}. Kritinis (trumpiausias) laikas — Te=19.
Nekritlmq dal'bll aibé — R= {(Poy Pa), (Pls P:,), (Pla Pl)y (Ply PE); (st PL); (Pb PE), (Pﬁs PG)}'
Ivykiu, priklausanéiy kritiniam keliui, aibé K— {Pos Py, Py, Py, Py}, Pagal (3.4), (3.5)
uZraSome tiesinio programavimo w¥davini: reikia rasti

min (87},+25T1—4T2—9Ta+31}—16T5—7T3+1150),

kai
T;—Ty=4, Ti—T,=1,
To—Ti=7, Ts~T,>8,
T—T,>3, Te—Ts=2,
Ts—T,=5,

T,=0, T\,=3, T,=5, T,=11, T,=19.
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Pavyzdys (3)

Eliminave dydzius 7}, turinSius tik viena reik§me, gauname 3itokj uZdavin: reikia rasti
min (3T, — 16T +973),
kai
T s—T1,=8,
T,26, Ts=8, Ty<17.

AiSku, kad $io uZdavinio sprendinys yra T#=6, T*=17. Vadinasi, jvykiams P;*
=0, 1, ..., 6, reikia planuoti 3itokj laika: T =0, T#=3, T3=5, T#=11, T#=6, T#=17"
T¢=19. Optimali darbo (P;, P;) trukmé yra tf4=T¥—TF Taigi 1},=3, t%=5, t},=2
th=8, 11,=3, th =14, 18,=6, 13,=1, 1,=8, =11, 13,=2; rm=719.
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Uzdaviniai (1)

60 pav,

3. Skaitiai, suradyti prie grafiko briauny (60 pav.), reiskia darby (2, P;) minimalig
trukme. Darby kainos apskaidizojamos pagal Sias formules:

Co1= —10¢ty; + 80, Ca5=—4ty5+ 140,
Coz= =3ty + 100, Cos= =215+ 60,
Cos= —41y5+70, Cag= —313,+50,
€15= — 3145+ 60, Caz= ~2t4,+ 80,
C33= =533+ 100, Cge= — St54+100,
Cag= — 134+ 30, C57==35,+170,

Cg7= =217+ 100.

Raskite projekto realizavimo plana, pagal kurj darby kompleksas baty atliktas per
trumpiausia laika su maZiausiomis sanaudomis.
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Uzdaviniai (2)

61 pav.

4. Skaitiai, surasyti prie grafiko briauny (61 pav.), reiskia darby (P;, P;) minimalia
trukme. Darby kainos apskaitiuojamos pagal Sias formules:

Cor=— 101, + 180, Cay= — 4134+ 140,
Co2= —3ty3+60, C34= 215, +100,
Cos= —Stpa+150, Cos=—Sty5+120,
C13= =213+ 70, Car= —824,+ 150,
€15=—1ty5+80, €56= —5t5q+70,
C1g=—2t15+70, Coy=— 15,7+ 140,
€33= — 6143+ 150, Co7==— 84, +200.

Raskite projekto realizavimo plana, pagal kurj darby kompleksas biity atliktas su ma-
Ziausiomis sanaudomis per laika T=25.
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