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1.5. Variacinio reguliarizavimo algoritmo sudary-
mas Lagranzo metodu
Dar karta suformuluosime variacinio reguliarizavimo metodo algoritma.
Jame naudojame tik realius eksperimento duomenis: deSinigja lygties puse
ug ir informacija apie paklaidos dydj 9, taigi toks algoritmas gali buti sék-
mingai taikomas realiy praktiniy uzdaviniy sprendimui. Tiksliojo sprendinio
artinj randame spresdami minimizacijos uzdavinj

Qvs) = Uiél‘g Qv), (1.22)

o leistinieji elementai priklauso aibei
Vs={veVi: py(Av,us) <d}.

Aibé Vg apibréziama nelygybés tipo apribojimais. Tokiy uzdaviniy sprendi-
mo algoritmai yra sudétingesni uz salyginés minimazacijos uzdaviniy spren-
dimo algoritmus, kai papildomos salygos apibréziamos lygybiy forma. Todél
Sioje paskaitoje rasime salygas, kada leistiny elementy aibe Vy galima mo-
difikuoti taip, kad ji buty apibréziama tik lygybiy tipo apribojimais.

Tarkime, kad stabilizuojancio funkcionalo Q(v) nesalyginio minimizavi-
mo visoje aibéje V; uzdavinys

Q = inf Q
(w) = inf Q)

turi vienintelj sprendinj vy € V;. Tada nagrinésime du galimus atvejus:
1. Elementas vg € Vy, t.y. teisinga nelygybé

pu(Avg, us) < 0.

2. Elementas vy € Vj, t.y. teisinga nelygybé

pu(Avg, us) > 9.

Pirmojo atvejo analizé

Kadangi py(Avg,us) < 0, tai variacinio reguliarizavimo uzdavinio (1.22)
sprendinys vs = vg. Isitikinsime, kad toks sprendinys yra stabilus elemento
ug mazy pokyc¢iy atzvilgiu. Imkime kitg elementg g, kuris nedaug skiriasi
nuo us:

pu (s, us) < do.
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Jeigu vis dar iSpildyta salyga py (Avg, a5) < d, tai variacinio reguliarizavimo
uzdavinio sprendinys nesikei¢ia 95 = vg. Taigi sprendinys yra stabilus tokiy
poky¢iy atzvilgiu.

Dabar nagrinékime situacija, kai py(Avg,us) > 0. Tada jau 05 # v,
todel reikia jsitikinti, kad ir Sis sprendinys tolydziai priklauso nuo pradiniy
duomeny mazy pokyciy. Pastebésime, kad kiekvienam € > 0 elementas vg
priklauso kompaktiskai erdvéje V aibei

D.={veVi: Q) <Qvy) +¢}.

Operatorius A yra tolydus ir abipus vienareiksmis, todél, remiantis 1.1 teo-
rema, atvirkstinis atvaizdis yra tolydus. Taigi jrodéme tolydzia sprendinio
priklausomybe nuo pradiniy duomeny pokyciy.

Antrojo atvejo analizé

Mus domina, kada galime funkcionalo €2(v) minimizavimo aibéje Vs uzdavinj
suvesti j salyginés minimizacijos uzdavinj, kai nagrinéjame tik tokius elemen-
tus v € Vi, kuriems

pu(Av,us) = 4.

Apibrézimas. Stabilizuojantj funkcionala Q(v) vadiname kvazimono-
tonisku, jeigu visiems v € V4, tokiems kad v # vg, kiekvienoje elemento v
aplinkoje O(v), pvz.

B.(v) ={weVi: py(w,v) <e},
egzistuoja toks elementas vy € O(v) N V7, kad iSpildyta nelygybe:
Q(Ul) < Q(U)

Taigi kvazimonotoniskas stabilizuojantis funkcionalas neturi lokaliy mini-
mumy aibéje V7 \ {vg}.

1.2 lema. Jeigu vy € Vs, tai variacinio uzdavinio

Q = inf Q
(vs) = inf (1)

sprendinys vg tenkina salyga

pu (Avs, ug) = 0.
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Irodymas. Tarkime priesingai, kad

pu(Avs,us) = 3 < 0.

Kadangi py(Avg,us) > 9, tai vg # vg. Operatorius A yra tolydus erdvéje
V, todél aibéje V7 egzistuoja tokia elemento vs aplinka O(vs), kad

5—
pu (Av, Avs) < TB, v € O(vgs).

Imkime v € O(vs), tada naudodami trikampio nelygybe gauname jvercius

5—
pu(Av, us) < pu(Av, Avs) + pu(Avs, us) < Tﬁ + 6 <o.
Taigi O(vs) C V5. Kadangi funkcionalas Q(v) yra kvazimonotoniskas, tai
aibéje O(vs) egzistuoja toks elementas 05 € V1, kad iSpildyta nelygybeé

Q(85) < Q(vs).

Elementas o5 priklauso abiejoms aibéms Vi ir s, todél jis priklauso ir aibei
Vs = V1N Qs. Taigi gavome prieStaravima teiginiui, kad elementas v mini-
mizuoja Q(v) aibéje Vs. O

Remdamiesi abiejy atvejy analize, 1.2 lema ir Lagranzo metodu suformu-
luojame variacinj reguliarizavimo algoritma: reikia rasti elementg v, € V7,
tenkinantj salyga

Ma(va, ug) = in‘ﬁ Ma(v,us),  Ma(v,us) = p%](Av,u(g) + a(v).
veVy

Parametra a = «(d) parenkame taip, kad galioty lygybe

pu(Avg,ug) = 9.

Nesalyginés minimizacijos uzdavinio iSsprendziamumas

Suformuluosime pakankamas salygas, kada nesalyginés minimizacijos uz-
davinys
My (va,us) = inf My (v, us) (1.23)
veVy

turi sprendinj visiems « € (0, aq).
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1.6 teorema. Tegul A yra tolydus operatorius, atvaizduojantis tiesing met-
ring erdve V' j metrine erdve U:

A: VU,

Q(v) yra stabilizuojantis funkcionalas, apibréztas aibéje Vi C V, sis funk-
cionalas generuoja Hilberto erdve su maZoruojancia metrika. Tada visiems
u € U ir a > 0 egzistuoja bent vienas elementas v, € V1, kuris yra uzdavinio

My (v, u) = viélél M (v, u)

sprendinys.

Jrodymas. 1.1 lemoje pazymékime B = Vi, f(v) = p2(Av,u), tada i$ karto
gauname teoremos teiginj. [

1.5 pavyzdys. Integralinés lygties sprendimas. Spresime tiesi-
ne integraline lygtj

b
Av = / K(z,s)v(s)ds =u(z), c¢<xz<d,

kai metriné V erdvé sutampa su tolydziuju funkcijuy erdve Cla,b], o
pradiniai duomenys u(x) priklauso erdvei Ls[e, d]. Pirmoje paskaitoje
irodéme, kad toks uzdavinys yra nekorektiskas, nes jis nestabilus pra-
diniy duomeny mazy poky¢iuy atzvilgiu. Jeigu branduolys K (z, s) yra
tolydi funkcija, tai operatorius A yra tolydus. Metriné erdve Cla, b]
yra tiesine. Stabilizuojanciu funkcionalu Q(v) imsime funkcionala

o) = [ (406026 +p16) (%)) .

funkcijos ¢(s),p(s) € C[a,b] tenkina salygas
q(s) 20, p(s) =po>0.

Patikrinkite, kad siam funkcionalui iSpildyti visi reikalavimai, kuriuos
suformulavome nagrinédami variacinj reguliarizavimo metoda.

Naudodami variacinj reguliarizavimo metoda, ieskome funkcijos
Vo € V1, kuri minimizuoja funkcionala:

My (va,us) = Uiélé My (v, us),
1
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¢ia funkcionalas M (v, us) apibréztas taip
My (v, us) = p(Av,us) + aQ(v).
Parametra o parenkame taip, kad galioty lygybé
pu(Ava, us) = 0.
Erdvéje Lo(c, d) apibréziame metrika
Pt (Av,us) = (Av — us, Av — ug),

¢ia (-,-) yra dviejy funkcijy uj 2 € Lo(c, d) skaliariné sandauga
d
(u1,u2) ::/ uy (z)ug(x) do.

Nagrinékime bendresnj funkcionala

Rasime lygtj, kuri apibrézia variacinio uzdavinio

J(0) = inf J(v) (1.24)
veV]
butinaja ekstremumo salyga. Tarkime, kad funkcija 7 = w(z,y,2) €
C?(R3), t.y. ji yra tolydi ir turi tolydZias iSvestines iki antrosios eilés
imtinai. Imsime funkcijy aibe

D={v: veCla,b), v(a) =v4, v(b) =u},

t.y. darome prielaida, kad zinome funkcijos v reikSmes intervalo ga-
luose. Panasiai nagrinéjame ir kito tipo krastines salygas. Tada api-
bréziame elemento v lokaligja aplinka

N@)={v: v=0+9n, n(a) =0, n(b) =0},

¢ia n(z) yra bet kokia tolydi funkcija, tenkinanti nurodytas krastines
salygas, v yra mazas parametras. Imdami vis kitas funkcijas n(x)
ir keisdami parametro + reikSmes apibréziame funkcijos ¢ lokaliaja
aplinka. Apskai¢iuojame funkcionalo reiksme

b
70 = [ (e 0@) + (@), (@) + 0 @) da
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Isskleide pointegraline funkcija Teiloro eilute ir imdami tik du pirmu-
osius skleidinio narius, gauname lygybe

J(v) = J(0) +~6J(0) + O(?),

¢ia 0.J(v) yra funkcionalo J(v) pirmoji variacija

dJ(v) :== iJ(v + ’)’77)‘

d")/ ﬂ/=0.

Funkcionalo (1.24) atveju

b
5100) = [ (monta) + mon) da,

¢ia pazymeéjome dalines iSvestines

or or

—_— Tyt — — .
o’ TV o

Tada gauname, kad butinoji ekstremumo salyga yra tokia:

Ty =

0J(v) =0.

Integruodami dalimis ir naudodami funkcijy n(x) krastines salygas,
gauname lygybe

dJ(v) = /ab n(x) <7Tv - %m) dx = 0.

Kadangi n(z) yra bet kokia funkcija, tai funkcija v € V suteikia
ekstremuma funkcionalui J(v), jei ji yra diferencialinio krastinio uz-
davinio

CdzU T (1.25)

sprendinys.

Rasime funkcionalo T, (v) pirmaja variacija
6T (v) = 6p2(Av, us) + a 6Q(v).

Funkcionalo Q(v) pirmoji variacija tiesiogiai seka is bendrosios for-
mulés

50 (v) =2 / bn(S)( ~ (b)) + a(sels)) ds.
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Funkcionalo pQU(Av, ug) pirmaja variacija apskai¢iuojame naudodami
apibrézima
pF (A(v +yn,us) = (Av — us, Av — ug) + 2v(Av — ugs, An) + C>.
Todél gauname tokia israiska

5p (Av,us) = 2(Av — ug, An) = 2(A* Av — A*ug,n).

Parodysime, kaip apskai¢iuojamas jungtinis operatorius A*. Nau-
dosime pagrindineg lygybe

(A’U, u)U = (U, A*U)V >

¢ia skaliariniy sandaugy apatinis indeksas nurodo, kurioje erdvéje skai-
¢iuojama atitinkama skaliariné sandauga

d b
(ul,u2)U:/ uy(z)ug(z) dz, (Ul,UQ)V:/ v1(s)va(s) ds.

Sukeite integravimo tvarka, gauname lygybe
d b b d
/ (/ K (z, s)v(s)d5>u(x)dx = / (/ K (z, s)u(x)dx)v(s)ds,
todél jungtinis operatorius A*u apibréziamas taip:
d
A*u :/ K(x,s)u(z) dx.
Dabar galime apskaic¢iuoti operatoriy A* Av:
d b b
A*Av = / K(x,s)/ K(z,t)v(t)dtdx = / K(s,t)v(t)dt,

d
f((s,t):/ K(z,s)K(x,t)dz.

Taigi funkcionalo T, (v) ekstremumo funkcija randame spresdami
integralinj-diferencialinj krastinj uzdavinj:

/abf((s, t)v(t)dt%—a(—% <p(s)%> —|—q(s)v(s)> :/ch(x, s)ug(x)dx,

v(a) = v, v(b) = vp.



