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1.4. Reguliarizavimo metodas: teorija ir pavyz-
dziai

Sioje paskaitoje susipazinsime su nekorektisky uzdaviniy bendraja regulia-
rizavimo teorija. Ji padeda isspresti daugelj uzdaviniy, suformuluoty anks-
tesnése paskaitose.

Spresime uzdavinj

Av=u, veV, uel, (1.20)

kai A yra tolydus ir abipus vienareiksmis operatorius, bet atvirkstinis ope-
ratorius A~! néra tolydus aibéje AV (t.y. galimy sprendiniy aibé V néra
kompaktas).

Tarkime, kad up apibrézia tikslius pradinius duomenis, o vy yra uz-
davinio (1.20) sprendinys, kai u = urp:

AUT = ur.
Dazniausiai vietoj ur zinome tik jo artinj us:
pu (us,ur) < 6.

Reikia rasti tokj tikslaus sprendinio vr artinj vs, kuris tolydziai priklauso
nuo ug. Aisku, kad negalime tokio artinio skaiCiuoti naudodami formule

Vs = A_1U5,
kadangi sis sprendinys egzistuoja ne visiems us (nes us gali ir nepriklausyti
aibei AV). Be to toks sprendinys néra stabilus pradiniy duomeny mazy
poky¢iy atzvilgiu.
1.4.1. Reguliarizuojacio operatoriaus apibrézimas
Nagrinékime bet kokj algoritma (taisykle), apibréziancia sarysj
v=R(u,a), R:U—-YV,

¢ia a yra parametras, nuo kurio priklauso operatorius R(u,«). Sakysime,
kad tai uzdavinio Av = u reguliarizuojantis operatorius (elemento ur atzvil-
giu), jei ispildytos tokios salygos

1. Egzistuoja skaiciai 01 ir a1, kad operatorius R(u, ) apibréztas visiems
(o, u) € D:

D={(,u): 0<a<ai, puluur)<d}
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2. Egzistuoja funkcionalas o« = a(u, d), apibréztas aibéje
Us, ={u: wel, py(u,ur)<di},

kad bet kokiam £ > 0 galima parinkti d(g) < 1, tokj, kad jei atstumas
nuo elemento 4 € U iki ur yra ne didesnis uz 6(e):

pU(TNL, uT) < 5(5)7

tai teisingas jvertis py (vq,vr) < &, ¢ia elementa v, apskaic¢iuojame
taip:
Vo = R(,a(a,0)).

Daznai naudojame atskirg Sio apibrézimo atvejj, kai o = 4, t.y. funkcio-
nalas o = «(9) nepriklauso nuo elemento u. Tada turime reguliarizuojantj
operatoriy R(u,d). Pateiksime jo apibrézima:

1. Egzistuoja toks skai¢ius 01, kad operatorius R(u,d) apibréztas aibéje:

Dy ={(0,u): 0<d<d1, pu(u,ur)<d}.

2. Bet kokiam ¢ > 0 galima parinkti tokj d(¢) < d1, kad jei atstumas nuo
elemento 4 € U iki ur yra ne didesnis uz d(e):

pu (G, ur) < 6(e),

tai teisingas jvertis py(vs,vr) < g, ¢ia elementa vs apskai¢iuojame
taip:
vs = R(a,0(g)).

Taigi, jei sprendziame nekorektiska uzdavinj (1.20) ir vietoj tiksliy pra-
diniy duomeny turime tik juy artinj wug, tai tikslaus sprendinio vy artiniu
galime imti elementa

Vo = R(us, as),
¢ia parametras oy = «(ug,d) yra suderintas su deSiniosios lygties pusés
paklaidos dydziu §. Tokj elementa v, vadiname uzdavinio Avy = up regu-
liarizuotu sprendiniu, o parametra o reguliarizacijos parametru. Kai d — 0,
elementas v, metrinés erdveés V metrikoje konverguoja j tiksly uzdavinio
sprendinj:
pv(va,vr) — 0, kai § — 0.

Taigi reguliarizavimo metoda sudaro du etapai:
1. Reguliarizuojancio operatoriaus R(u, ) parinkimas.

2. Parametro o = a(u,d) reikSmés nustatymas, atsizvelgiant j pradiniy
duomeny paklaidos dydj ¢ ir pradinius duomenis wu.
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1.4.2. Reguliarizuojanciy operatoriy pavyzdziai

3 paskaitoje nagrinéjome iSvestinés skaiciavimo ir Furjé eilutés sumavimo
algoritmus. Parodysime, kad abu algoritmai apibrézia reguliarizuojancius
operatorius.

Funkcijos iSvestinés skaiciavimas

d
%, kai
zinome tik up(t) artinj ugs(t), toki kad py(us,ur) < 0. Nagrinésime opera-
toriy

Reikia rasti diferencijuojamos funkcijos up(t) iSvestine vp =

u(t 4+ o) — u(t)

e
ir jsitikinsime, kad Sis operatorius yra reguliarizuojantis. Pirmoji apibrézimo
salyga trivialiai tenkinama, nes R(u,«) yra apibréztas visiems u € U ir
a > 0. Dabar patikrinsime antraja salyga. Paklaida tarp v, = R(us, ) ir
vp ivertiname taip (zr. analize 3 paskaitoje):

R(u, o) =

26
pv (va,vr) < Ca+ —
Jeigu ispildytos salygos
0
a(d)
tai gauname reguliarizuojantj operatoriy.
Galime imti jvairias funkcijas (), tenkinancias Sias salygas. Pavyzdziui
tinka funkcijos a(8) = 6/, a(8) = 6%/3, bet netinka funkcija a(8) = J, nes
tada

a=a(d) —0, — 0, kai 6 —0,

% % _
al6) 5§

Aproksimavimo paklaidos virsutinis rézis maziausias, kai a(5) = O(v/3).

2.

Furjé eilutés sumavimas
Reikia rasti eilutés

vp(t) = Z an, cos(nt)
n=0

suma. Tarkime, kad vietoj tiksliy koeficienty reikSmiy a, zinome tik ju
artinius a,,, tokius, kad
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Tada galime skaiciuoti tik funkcijos
o0
o(t) = Z ap, cos(nt)
n=0

1
reikSmes. Pazymékime a = NI nagrinékime operatoriy:

R(a, o) := R(a, %) = Z an, cos(nt).
n=0

Isitikinkime, kad sis operatorius yra reguliarizuojantis.
o Baigtine suma galime apskaic¢iuoti visiems {a,,n = 0,..., N}, todél
pirmoji apibrézimo salyga visada ispildyta.

o Ivertinsime paklaida tarp v, = R(a, 1/N) ir v (zr. analize 3 paskai-
toje):
Cln(N +1)

v\Vas S(SVN 1 TANT L AN 0
,0(1) UT) +1+ (N+1)m

m > 1.
Jeigu tenkinamos salygos
N = N(§) — 00, 64/N(6) — 0, kai 6 — 0,

tai gauname reguliarizuojantj operatoriy.

1.4.3. Variacinis metodas

Priminsime, kad sprendziame uzdavinj Av = up, kai A yra tolydus ir
abipus vienareiksmis operatorius. Tarkime, kad uzdavinys Av = wup turi
vienintelj sprendinj, tac¢iau vietoj ur zinome tik elementa us € U, kuris
skiriasi nuo ur ne daugiau kaip dydziu J:

Pu(ué,uT) S 6.
Tada apytikslj sprendinj ieSkosime aibéje
Qs ={veV: p,(Av,us) < d}.

Taciau ankstesnése paskaitose jau jsitikinome, kad tokia aibé yra per daug
didelé. Tikslaus sprendinio artiniu negalime imti bet kokj elementa vs € Qs,
nes toks sprendinys néra stabilus pradiniy salygy mazy pokyciy atzvilgiu.
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Todél reikia nurodyti elementy vs parinkimo taisykle, garantuojancia, kad
gautieji sprendiniai tolydziai priklauso nuo lygties desiniosios pusés.

Erdvés V poaibis V; yra tirstas, jei bet kokiam € > 0 ir bet kokiam aibés
V elementui v € V egzistuoja toks aibés V) elementas w = w(e) € Vp, kad
teisinga nelygybé py (v, w) < e.

Pateiksime wariacing nekorektisko uzdavinio sprendinio parinkimo algo-
ritma. Nagrinékime funkcionala Q(v), apibrézta metrinés erdveés V tirstame
poaibyje V;. Jis vadinamas stabilizuojanciu funkcionalu, jei iSpildytos tokios
trys salygos

1. Funkcionalas Q(v) yra neneigiamas, t.y. Q(v) >0, v € V3.

2. Uzdavinio su tiksliomis pradinémis salygomis sprendinys vy = A up
priklauso funkcionalo apibrézimo sri¢iai, t.y. vy € V.

3. Kiekvienam skaic¢iui d > 0 aibé
Via={veVi: Q) <d}
yra kompaktiska erdvéje V.

Tarkime, kad turime stabilizuojantj funkcionalg Q(v). Tada nagrinékime

aibe V5 = V1 N Qy:
Vs={veVi: pu(Av,us) <d}

ir ieskokime tokio Sios aibés elemento vs € Vj, kuris minimizuoja funkcionalg
Qv):

Q(vs) = viél\z Q(v). (1.21)

Tokiu budu apibrézéme operatoriy
vs = R(usg,9).

1.4 teorema. Tarkime, kad kiekvienam 6 > 0 ir us € U egzistuoja uz-
davinio (1.21) sprendinys, tada R(us,0) yra uzdavinio Av = u reguliarizuo-
jantis operatorius.

Irodymas. IS teoremos salygos seka, kad operatorius R(ug,d) yra apibréztas
kiekvienam d > 0 ir us € U. Taigi uztenka patikrinti antraja reguliarizuo-
janciy operatoriy apibrézimo salyga. Kadangi vs minimizuoja funkcionala
Q(v) aibéje Vg ir vp € Vj, tai teisinga nelygybeé

Q(vs) < Qvr).
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Taigi vs priklauso komapktiskai erdvéje V' aibei
Vr = {U eVi: Q(v) < Q(UT) }

Tegul duota seka {u, }, tokia, kad p,(un,ur) < o, 0 {0, } yra seka teigiamu
skaiciy, artéjanciy prie nulio:

on — 0, kai n — oo.
Kiekvienam 9,, apibréziame aibe Vs, = V1 N Qs,,, cia

Remiantis teoremos salyga, kiekvienoje aibéje Vj,  egzistuoja uzdavinio

Q(vs,,) = inf Q(v)

U€V5n

sprendinys vs, . Gautoji seka {v;, } priklauso kompaktiskai aibei Vp, todeél
i$ jos galime iSskirti konverguojantj erdvés V' metrikoje posekj {Uénk}

0= lim ws .
nj—00 Ony,

Tai, kad egzistuoja tokia riba ir yra svarbiausia stabilizuojanc¢io funkcionalo
panaudojimo iSvada. Lieka istirti ar v sutampa su tiksliu sprendiniu vy .

Kadangi Vs, € Q5nk’ tai kiekvienam poaibio elementui galioja nelygybé

Imkime riba, kai np — oo ir pasinaudokime metrikos py ir operatoriaus A
tolydumu, gauname lygybe

pu (Av,ur) = 0.

Tada i$ metrikos apibrézimo seka, kad teisinga lygybé A = up. Kadangi
toks sprendinys vienintelis, tai ¥ = vp. Jrodéme, kad
lim Vs, = UT.
T —00 k

Sis teiginys yra teisingas sekos {vs, } kiekvienam konverguojanciam posek-
iui. Remdamiesi ribos apibrézimu, gauname, kad seka {vs, } konverguoja j
elementg vy (erdvés V metrikoje), kai d,, — 0. Tai reiskia, kad kiekvienam
e > 0 galime parinkti tokj d(e), kad i$ nelygybés

pu(us,ur) < 6(¢)
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seka jvertis py (vs,vr) < e. Taigi iSpildyta ir antroji reguliarizuojancio ope-
ratoriaus apibrézimo salyga. [

Teoremos formuluotéje padaréme prielaida, kad visada egzistuoja ele-
mentas vg, aibéje V5 minimizuojantis funkcionalag Q(v). Dabar pateiksime
paprasta pakankamaja salyga, kada toks sprendinys tikrai egzistuoja.

Apibrézimas. Pazymékime |v); := QY2(v). Jei aibéje V; funkcionalas
|lv]|1 yra norma, tada galime apibrézti nauja metrika
p1(v1,v2) := [Jvr — velf1.
Sakysime, kad funkcionalas Q2(v) aibéje V; apibrézia mazoruojanciq metrika,
jei ispildyta nelygybé
pv(v1,v2) < p1(vi,v2), Vui,v2 € Vi,

o norma |[v]|; generuoja Hilberto erdve (t.y. $ia norma galime apibrézti
naudodami tam tikra skaliarine sandauga (v, w), kur v,w € V).

Be jrodymo suformuluosime vieng svarby pagalbinj teiginj.
1.1 lema. TegulV yra tiesiné metriné erdvé su metrika py (vy,ve) ir iSpildy-
tos sios salygos:

e B yra uzdaras V poaibis B C V;

e f(v) yra neneigiamas, tolydus funkcionalas, apibréztas erdvéje V;

e Q(v) yra stabilizuojantis funkcionalas, apibréztas aibéje Vi3 C V, ge-
neruojantis Hilberto erdve su mazoruojancia metrika.

Pazymékime aibe Vi p = BN Vy. Tada uzdavinio
f(va) +aQ(vy) = inf (f(v) +aQ(v)), a>0
UEVLB

sprendinys v, egzistuoja ir priklauso aibei V7.

Veél nagrinékime variacinj reguliarizavimo metoda. Teisinga tokia teo-
rema apie minimizuojancio elemento vs egzistavima.

1.5 teorema. Tegul V yra tiesiné metriné erdvé, Q(v) stabilizuojantis funk-
cionalas, apibréztas aibéje Vi C V ir generuojantis Hilberto erdve su mazo-
ruojancia metrika py(vi,v9). Tada kiekvienam § > 0 egzistuoja vs € Vi,
minimizuojantis funkcionala Q(v) aibéje Vj.

Irodymas. 1.1 lemoje pazymékime B = Qg, f(v) =0 ir a = 1, tada i$ karto
gauname teoremos teiginj. [J



