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1.3. Paprasti reguliarizavimo algoritmai

Sioje paskaitoje susipazinsime su nesudétingais nekorektisky uzdaviniy
reguliarizavimo algoritmais, kurie daznai naudojami sprenziant jvairius tai-
komuosius uzdavinius.

1.3.1. Funkcijos iSvestinés skaic¢iavimas

Reikia rasti diferencijuojamos funkcijos up(t) iSvestine, kai sia funkcija
zinome tik su paklaida. Pirmoje paskaitoje jrodéme, kad toks uzdavinys yra
nekorektiskas.

Pazymekime vp(t) = w/p(t) tikslia iSvesting. Ja apskai¢iuojame naudo-
dami apibrézima

, . u(t+h) —u(t)
u(t) = lim ————~
( ) h—0 h
arba remiantis Sia formule jrodytomis iSvestiniy skaic¢iavimo taisyklémis.

Tarkime, kad vietoj funkcijos up(t) turime tik jos artinj
ult) = ur(t) +5(t),  16()] <6

Tada jau negalime iSvestinés skai¢iuoti naudodami jos apibrézima u’, nes
tokia funkcija egzistuoja tik tada, kai d(¢) yra pakankamai glodi funkcija.
Jei v/ ir galime apskaiciuoti, tai pirmoje paskaitoje jsitikinome, kad tokiam
artiniui nepavyksta jrodyti iSvestinés tolydzios prikausomybés nuo pradiniy
duomeny. Taigi paklaida §(¢) gali buti kiek norima maza (C normoje),
taciau u’(t) nekonverguoja i tikslia iSvestinés reiksme vy (t) = w/p(t).

Funkcijos u(t) iSvestinés artinj skai¢iuosime naudodami paprasta skai-
tinio diferencijavimo formule

_u(t+h) —ult)

u'(t) ~ - (1.9)
Ivertinsime gautojo artinio paklaida
u(t + f;)—u(t) B u,T(t)‘ _ ‘(UT(t + f;L)—UT(t) B u,T(t)) N ot + h})L —0(t) .

Panaudoje Teiloro skleidinj, jvertiname pirmojo nario paklaida

up(t + h})L —ur(t) W (t) = gué}(t‘i‘ 0h), 0<6<1.
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Taigi, jei |uf.| < C, tai

t+h)— t
ur(t + })L ur(®) — up(t), kai h— 0.

Taciau apie matavimo paklaidas d(¢) Zinome tik kad jos yra apréztos, todél

o(t+h)—4d(t) < 26

h ~ h

Matome, kad netikslinga imti per daug maza parametra h, nes tada iSvesti-

nés artinio paklaida yra labai didelé dél matavimo paklaidy poveikio (¢ia ir
pasireiskia uzdavinio nekorektiskumas).

— 00, kai h— 0.

Rasime tokj hg, kada bendroji aproksimavimo paklaida

Ch 20
plh) = -+ +

yra maziausia. Sprendziame lygti

c 2 0
/ = —_— —_—— = = —
¢ (h):= 5 72 0 = ho=24 ok

Gavome labai paprasta taisykle: skai¢iuodami iSvesting, imame zingsnj hg,
kurio dydis suderintas su matavimo paklaidomis. Mazesnio zingsnio naudo-
jimas tik pablogina artinio tiksluma.

Imdami optimaly zingsnj hg, funkcijos ur(t) iSvestine apskai¢iuojame
tikslumu oh 05

0
Taigi, jei matavimo paklaida 6 = 1079, tai iSvestine randame tik 1073 tiks-
lumu.

Artinio paklaidos jvertj sudaro dvi dedamosios, optimalaus zingsnio hg
atveju jos yra vienodos. Norédami sumazinti matavimo paklaidy poveikj
turime didinti zingsnj h, bet tada aproksimavimo paklaida galime sumazinti
tik imdami tikslesne iSvestinés aproksimacija didesnio tikslumo baigtiniy
skirtumy formule. Imkime centriniy skirtumy formule
t+h)—u(t—h)

2h ’
Ivertinsime gautojo iSvestinés artinio paklaida
u(t+h) —u(t—h) y (t)‘ _ ur(t+h) —ur(t—h) (1)
2h r 2h r
+6(t+h)—6(t—h)
2h ’

u/(t) ~ u(

(1.10)
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Panaudoje Teiloro skleidinj, jvertiname baigtiniy skirtumy formulés aproksi-
macijos paklaida

ur(t+h) —ur(t —h) y (t)‘ _ W2 |up (t 4 61h) + uf (t + 62h)
2h T 6 2 ’

¢ia 0 < 01,02 < 1. Jei [uffl| < C, tai centriniy skirtumy formulés bendroji
paklaida yra ne didesné uz

C 1)
h) = —h%+ —.
p2(h) = =h”+ o
Surasime tokj hg, kada si paklaida yra maziausia. Sprendziame lygtj
C 0 36\1/3
/ = — _—— = = — _= 1/3
h(h)i=h—135=0 = ho (C) O(sY/3).

Naudodami centriniy skirtumy aproksimacijos formule isvestine skaiciuo-
jame su didesniu zingsniu, nei imdami (1.9) formule. Tai sumazina matavi-
mo paklaidy poveikij, o kartu ir bendraja paklaida iki tokio dydzio:

c 0

5%+—:0W@.

pa2(ho) = o

Pavyzdziui, jei matavimo paklaida 6 = 107, tai iSvestine apskai¢iuojame
10~* tikslumu.

1.3.2. Furjé eilutés sumavimas

SkaicCiuojme eilutés
o0
f@) = Zan cos(nt), 0<t<2r
n=0

suma. Tegul $i eiluté konverguoja visoms ¢ reikSméms is funkcijos apibrézimo
intervalo.

Nagrinékime uzdavinj, kai vietoj tiksliy koeficienty reikSmiy a,, Zinome
tik ju artinius a, ir teisingas paklaidos jvertis

[e.e]

> (an — an)? < 62

n=0

Tada galime apskaiciuoti tik funkcija

f(t) = Z ap, cos(nt).
n=0
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Pirmoje paskaitoje jsitikinome, kad nors koeficientai Lo normoje skiriasi
kiek norima mazai, kai § — 0, funkcijos f (t) reiksmés C normoje gali ir
nekonverguoti i f(t). Todél ieskodami f(t) reikSmeés taske t = ¢ jos artiniu
negalime imti f (to) reiksmes.

Nagrinékime daling eilutés suma, kai sumuojame tik pirmuosius (N + 1)

narius:
N
= Z ap, cos(nt).
n=0

Ivertinsime tokio artinio paklaida:

‘fN(t) < ‘Z n — ) cos(nt) |+| Z ancos(nt)‘

n=N-+1

Kadangi trigonometriné eiluté konverguoja, tai antroji nelygybés suma (ji
apibrézia eilutes liekana) konverguoja i nulj, kai N — oo:

G In(N +1
Z ancos(ntﬂg%HO, kai N — oo, m > 0.
n=N+1 ( + )

Konvergavimo greitis m priklauso nuo funkcijos f(¢) glodumo, kuo dau-
giau karty si funkcija diferencijuojama, tuo didesnis yra m. Pakankama
tokio jveréio egzistavimo salyga yra, kad m-oji funkcijos f(t) iSvestiné buty
aprézta, ty. [fM ()] < C.

Pirmaja sumg jvertiname naudodami Kogi-Svarco nelygybe ir trivialy
ivertj | cos(nt)| < 1, tada gauname:

N 1/2
|Z ) cos( nt)‘ (Z(&n—an ) <Zcos nt) <OoVvN +1.

Taigi Furjé eilutés sumos apytikslés reikSmeés f N(t) paklaida jvertiname taip:

Cln(N +1)

Y(N) := max ‘fN (t)|§5\/N+1+ N+

0<t<2m

Paklaida maziausia, kai

5 C___Cmm(N+1)

9 / (N + 1)m+1 (N + 1)m+1
ISsprende siag lygt; randame optimaly sumos nariy skaic¢iy Ng. Vél gavome
paprasta taisykle: sumuojame tik baigtinj skaiciy eilutés nariu, Ny = Ny(0)
priklauso nuo paklaidy dydzio, kuo tos paklaidos didesnés, tuo maziau nariy
imsime.
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1.3.3. Lygties pakeitimo metodas
Nagrinékime nekorektiska matematinj uzdavinj
Av=u, ueU, veV.

Tarsime, kad paémus tikslius pradinius duomenis up € U, uzdavinys turi
vienintelj sprendinj
v = A_luT.

Taciau, jei vietoj tikslaus elemento up zinome tik jo artinj us:
pu(us, ur) <6,
tai sprendinio v artiniu jau negalime imti uzdavinio
Avs = ug
sprendinio, nes

e toks sprendinys gali neegzistuoti, jei us & AV;

o jeiwvs = A7 us € V egristuoja, tai gautasis sprendinys gali biiti nesta-
biliu, t.y. atvirkstinis operatorius A~! néra tolydus. Tada mazus ug
poky¢ius gali atitikti dideli sprendinio vs pokyciai.

Turime sudaryti tokj vs skaic¢iavimo algoritma vs = R(us), kad

pv(vs,vr) — 0, kai § — 0.

M.Lavrentjevas pasiulé pakeisti duotaji nekorektiska uzdavinj jam ar-
timu, bet korektisku uzdaviniu

B,v, = u.

Atsizvelgdami j turimg informacija apie pradiniy duomeny paklaida, para-
metra a = «(d) parenkame taip, kad galioty salyga

pv(Va(s),vr) — 0, kai 6 — 0.

Paprasciausig tokio keitimo atveji gauname, kai V = U ir jos yra Hilberto
erdvés, o operatorius A yra tiesinis ir teigiamai apibréztas, t.y.

(Az,x) >0, VzxelVl.
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Tada prie lygties kairiosios pusés pridedame vienetinj operatoriy, padauginta
i$ konstantos a, gauname lygtj:

(A+ al)vg =us, «a>0.
Pasinaudoje trikampio nelygybe, artinio v, paklaida jvertiname taip:
pv (Va, v1) < pv (Va, Ta) + pv (Vs V1),
¢ia U, yra sprendinys pakeistosios lygties su tiksliais pradiniais duomenimis
(A4 al)vy = up.
Nesunku patikrinti, kad teisingas jvertis
(A+ol)z,z) > a(z,z), VzeV,
todeél galime jvertinti i$ virSaus pirmajj paklaidos narj

- )
pV(Uomvoz) S -
(6

Kiekvienam konkreéiam uzdaviniui reikia jrodyti (rasti tokia funkcija n(«a)),
kad teisingas jvertis:

pv (Va,vr) <n(a) ir nla) —0, kai o — 0. (1.11)

Tada gauname reikalingg paklaidos jvertinima

1)
pv (Va, v1) < () + o

Parametra o = «(0) reikia parinkti taip, kad galioty jverciai:

)
a(d) -0 ir ——0, kai 6 — 0.
«

Tada iSpildyta sprendinio v, stabilumo salyga
pv(va,vr) — 0, kai 6 — 0.

Dazniausiai pasirenkame tokia parametro o« = «(d) priklausomybe nuo pra-
diniy duomeny tikslumo, kad artinio v, paklaidos virsutinis rézis bty ma-
ziausias.
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Siame pavyzdyje nagrinésime uzdavinj, kurio analizei reikalingos ir mate-
matinés fizikos lygciuy teorijos zinios.

1.4 pavyZ(viys. Silumos laidumo uzdavinys su atvirkstine laiko
tékme. Silumos laidumo uzdavinyje nagrinéjame Silumos tvermeés
lygti. Remiamés tokiomis prielaidomis:
1. Siluminé energija niekur nedingsta ir nesukuriama srities viduje.
2. Silumos srautas per bet kurios srities pavirsiy yra proporcingas

temperaturos u(zx,t) gradientui, k yra difuzijos koeficientas.

Gauname diferencialine lygti

ou 9%u

o = kg (@) € (0,1) x (0.7]. (1.12)

Taip pat zinome temperatura strypo galuose (tarsime, kad po nor-
mavimo ji lygi 0):

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0, (1.13)
bei uzduotas pradinis temperatiiros pasiskirstymas
u(z,0) = ¢(x), 0<z<L1 (1.14)

Matematiniame modelyje nagrinéjame tiesiogine laiko tékme. Iro-
dysime, kad uzdavinio sprendinj galime rasti Furjé metodu ir kad
toks uzdavinys yra korektiskas, t.y. tolydziai priklauso nuo pradiniy
duomeny.

Priminsime, kad funkcijos {sin(rnz), n = 1,2,...} yra ortogo-
nalios, t.y.

( sin(mnz), sin(rmz)) =0, n#m,
ir sudaro pilng funkcijy sistema.
Pastebésime, kad visos Sios funkcijos tenkina krastines salygas

(1.13). Remdamiesi Furjé metodu atskiriame kintamuosius ir (1.12)
lygties sprendinio ieskome tokia forma:

u(zx,t) = Z an(t) sin(mnx).
n=1
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Istate sig eilute i diferencialing lygtj ir sukeite sumavimo ir diferenci-
javimo veiksmy tvarka (tarkime, kad taip galima daryti, Sia prielaida
veliau nesunku patikrinti), gauname lygybe

o

da,(t

Z ( ag( ) + k(7n)? an(t)) sin(mnz) = 0.
n=1 t

Kadangi funkcijy sistema {sin(mnz), n = 1,2,...} yra tiesiskai neprik-

lausoma, tai tokia lygybé galima tik tada, kai

day, (t

I ) +k(mn)?a,(t) =0, n=1,2,...

Siy diferencialiniy lygéiy bendrajj sprendinj randame kintamuyjy atski-
rimo metodu:

an(t) =ane , n=12,...,
¢ia a, kol kas neapibréztos konstantos. Taigi suradome silumos laidu-
mo lygties bendrajj sprendj, tenkinantj ir (1.13) krasStines salygas:

o
u(z,t) = Z a, e F)t sin(mnz). (1.15)
n=1
Koeficientus a,, apskai¢iuojame skleisdami Furjé eilute uzdavinio pra-
dine salyga (1.14)

o(z) = Z a, sin(mnx)
n=1

ir pasinaudoje funkecijuy sistemos {sin(rnz), n = 1,2,...} ortogonalu-
mo savybe:

1
ap, = 2/ o(z) sin(mnx)dx, n > 1.
0

Is (1.15) formulés matome, kad kuo didesnio numerio n harmonika
skleidinyje, tuo greic¢iau mazéja koeficientas a,, e~k(mn)*t prie sin(mnx),
kai ¢ didéja. Todeél sprendinys u(z,t) tampa vis glodesniu, o lokalieji
ekstremumai susilygina su gretimy tasky temperaturomis.
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Istirsime ar sprendinys tolydziai priklauso nuo pradinés salygos.
Priminsime, kad bet kokios funkcijos v(x) € Ly(0,1) norma galima
apskaiciuoti naudojant jos Furjé skleidinio koeficientus

1 [e.e]
ol = 33 leal®.
n=1
Todél i$ (1.15) formulés gauname nelygybe:
_okn?
lu(8)]* < e .

Funkcija u(z, t) tolydziai priklauso nuo pradinés salygos, todél silumos
laidumo uzdavinys yra korektiskas.

Dabar tarsime, kad zinome temperatura laiko momentu ¢t =T
u(z,T) =9(x), 0<zx<1, (1.16)

o reikia rasti temperaturos pasiskirstyma pradiniu laiko momentu, t.y.
funkcija p(z). Taigi sprendziame uzdavinj (1.12), (1.13) su pradine
salyga (1.16). Siuo atveju laikas kinta atvirkscia, mazéjimo, kryptimi.

Toks uzdavinys sprendziams, kai atliekama gaisro ekspertizé: pa-
gal duomenis, kuriuos randa ekspertai atvyke i gaisraviete reikia nu-
statyti gaisro priezastis, t.y. iSsiaskinti, kokia buvo pradiné tempera-
tura, kur buvo gaisro zidinys.

Ir uzdavinio su atvirkscia laiko tékme sprendinj randame Furjé
metodu:

u(z,t) = Z by, X (T=0) sin(mnx), (1.17)

n=1

koeficientus b,, gauname skleisdami Furjeé eilute funkcija 1 (z):
© 1

Y(z) = an sin(mnz), b, = 2/ Y(x)sin(rnx)dz, n > 1.
n=1 0

Jeigu vietoj tikslios funkcijos ¢ (x) turime tik jos artinj ¢5(x)

s — ¥ll <9,

tai gali neegzistuoti tokia tolydi funkcija u(x,0) = ¢s(z), kad iSspren-
dus silumos laidumo uzdavinj su tiesiogine laiko tékme, buty iSpildyta
lygybé

u(z,T) = vs(x).
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Jeigu tokia funkcija ir egzistuoja, tai neispildyta salyga apie spren-
dinio tolydzia priklausomybe nuo pradiniy duomeny. Tai matosi is
(1.17) formulés, nes mazi koeficiento b,, poky¢iai d,, padidéja iki labai
dideliy reiksmiy 5nek(’m)2T laiko momentu ¢ = 0. Toks nestabilumas
yra tuo didesnis, kuo aukstesne sprendinio harmonika nagrinéjame.
Taigi silumos laidumo uzdavinys su atvirkstine laiko tékme yra neko-
rektskas uzdavinys ir jo sprendiniu negalime imti funkcijos

p(x) = us(x,0).

Naudosime lygties pakeitimo metoda. Vietoj Silumos laidumo lyg-
ties (1.12) spresime lygti

Ovy _ k82va v,

E W + QW’ (x7t) S (071) X [O7T)7 (118)

kai laiko momentu ¢ = T uzduota pradiné informacija (1.16) (taigi
vel nagrinéjame atvirkstine laiko tékme). Parametro o dydis turi buti
derinamas su pradiniy duomeny tikslumu ¢, t.y. o = «(9). Funkcijos
¢(x) artiniu imsime pakeistojo uzdavinio (1.18) sprendinj laiko mo-
mentu t = 0:

va(z) = v(x,0).

Tokio lygties pakeitimo poveikj sprendinio stabilumui nesunku paais-
kinti. Imkime Furjé metodu gauta sprendinj

Vo, 1) = Z by, e~ () (amn)? —k)(T—1) sin(mnz). (1.19)
n=1

Jei n pakankamai didelis skai¢ius, tai gauname nelygybe a(mn)? > k. Tada

nario bne*(

mn)?(@(mn)? =k)(T—1) gin(rna) inasas j (1.19) suma yra labai mazas,

todél pradiniy duomeny paklaidos (b, — by,) poveikis smarkiai sumazéja.
Aisku netenkame ir dalies naudingos informacijos, tai jvertiname nariu 7(d)
nelygybéje (1.11). Todél reikia optimizuoti parametro « reikSme taip, kad
bendroji sprendinio paklaida buty maziausia.



