1 skyrius

Matematiniai modeliai ir jy
korektiskumas

1.1. Matematiniy uzdaviniy klasifikacija

Matematinis modeliavimas yra svarbus naujas ziniy gavimo budas,
kuris vis dazniau naudojamas sprendziant technologinius uzdavinius, tiriant
gamtos ir socialinius procesus. Taikydami $j metoda naudojame naujausius
matematikos pasiekimus, kita vertus matematinis modeliavimas formulavo
ir formuluoja naujus matematikos uzdavinius, jtakoja pacios matematikos
vystymasi.

Matematiniy modeliy bendroji schema. Pirmiausia aptarsime labai
bendra matematiniy uzdaviniy sprendimo schemg. Paaiskinsime, kokius
reikalavimus turéty tenkinti bet koks matematinis modelis, kad ji galétume
naudoti modeliuodami realius procesus, technologinius jrenginius ir sociali-
nius reiskinius.

Tarkime, kad turime pradinius duomenis u, tada naudodami pasirinktaji
algoritma apibréziame uzdavinio sprendinj

v = R(u).

Siame apibrézime kol kas nepatiksliname, kaip sudaromas matematinis mo-
delis ir jj realizuojantis algoritmas (8 apibrézima tenkina netgi tokie egzo-
tiski algoritmai, kaip astrologinés prognozé ar atsitiktinis spéjimas).

1.1 pavyzdys. Tiesiniy lygciy sistema. Spresime tiesiniy lygciy
sistemag
AX =F,



21 SKYRIUS. MATEMATINIAI MODELIAI IR JU KOREKTISKUMAS

¢ia pradinius duomenis sudaro n x n dydzio matrica A ir vektorius F,
o reikia rasti vektoriy X. Naudodami bendraja schema, pazymésime

u=(AF), v=X.
UZzdavinio sprendinj apibréziame tokiu budu
X =A'F,
kur A~! yra atvirkstiné matrica, tenkinanti salyga
AAT =1

Jokio konkretaus algoritmo, kaip skaiciuoti atvirksting matrica kol kas
nenurodome.

Sakykime, kad pradiniai duomenys u priklauso metrinei erdvei U, o
sprendinys v — metrinei erdvei V. Atstumus tarp dviejuy elementy Siose
erdvese atitinkamai Zymésime

pu(ui,u2), py(vy,v2).

1.1.1. Korektiskai suformuluotas uzdavinys

Apibréziame du pirmuosius reikalavimus, kuriuos turi tenkinti korektiskas
matematinis uzdavinys.

1. Kiekvienam elementui u € U egzistuoja sprendinys v = R(u) € V.

2. Toks sprendinys yra vienintelis.

Pavyzdziui, jei matricos A determinantas nelygus nuliui, tai tiesiniy
lygciy sistema turi vienintelj sprendinj bet kokiems vektoriams F. Taciau
jei det A = 0, tai tokia sistema turi sprendinj (netgi ne vienintelj) tik tam
tikriems vektoriams F'.

Treciasis reikalavimas yra tiesiogiai susijes su matematinio modeliavimo
poreikiais. Daugelis reiskiniy pasizymi savybe, kad, esant panasioms pradi-
néms salygoms, stebime labai artimus rezultatus. Tokig savybe daznai vadi-
name stabilumu. Todél naturalu reikalauti, kad ir atitinkami matematiniai
modeliai buty stabilus. Stabilumas tiesiogiai siejasi su sprendinio tolydzia
priklausomybe nuo pradiniy duomeny.

Apibrézimas. Sprendiniov = R(u) € V, u € U radimo uzdavinys vadi-
namas stabiliu metrinése erdvese (V,U), jei bet kokiam e > 0 egzistuoja toks
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0(e) > 0, kad imdami uy,uy € U, tenkinancius nelygybe py(ui,u2) < d(¢),
gauname jvertj py (vi,ve) < €, ¢ia

v = R(ul), Vg = R(UQ), v, € V.

Tada formuluojame treciajj korektisky uzdaviniy reikalavima.
3. Uzdavinys yra stabilus metrinése erdvese (V,U).

Tokia savybé labai svarbi, kai uzdavinio sprendinio ieSkome skaitiniais meto-
dais. Tada tenka aproksimuoti pradinius duomenis ir uzdavinio operatoriy,
taciau Sia paklaida galime padaryti kiek norima maza §(¢). Jei uzdavinys yra
stabilus, tai gauname tikslaus sprendinio artinj, kuris skiriasi nuo tikslaus
sprendinio tik dydziu e.

Uzdavinio korektiskumas priklauso nuo metriniy erdviy poros (V, U) pa-
rinkimo. Vienose erdvése jis yra korektiskas, kitose — ne. Tai susije su
informacijos apie uzdavinio pradinius duomenis ir sprendinj kiekiu. Tokius
pavyzdzius pateiksime kitame skirsnyje.

Korektisky uzdaviniy apibrézima pirmasis suformulavo prancuzy mate-
matikas Zakas Adamaras (Hadamard).

1.1.2. Nekorektisky uzdaviniy pavyzdziai

Egzistuoja daug matematiniy modeliy, aprasanc¢iy mus dominancius reis-
kinius, bet netenkinanciy pateiktojo korektisky uzdaviniy apibrézimo. Tai
nereiskia, kad mes nespresime tokiy uzdaviniy, tik butina patikslinti uz-
davinio apibrézima, nes klasikiniai sprendimo metodai jau nepakankami.
Svarbu mokeéti pazinti nekorektiskus uzdvinius ir sukurti specialius jy spren-
dimo metodus.

Pirmiausia pateiksime bendrgjg schemg, tinkamg daugeliui uzdaviniy,
sprendziamy matematinio modeliavimo metodu. Mus domina uzdavinio

AUTZUT, up €U, vpeV

sprendinys. Tarkime, kad tikslus sprendinys vy € V egzistuoja ir yra vie-
nintelis. Dazniausiai vietoj tiksliy pradiniy duomeny ur turime tik ju ar-
tinj u € U, pavyzdziui, Siuos duomenis gauname atlikdami eksperimentus
ar matavimus. Todél neiSvengiamai atsiranda pradiniy duomeny paklai-
dos, jas jvertiname metrinés erdvés U, kurioje apibrézti pradiniai duomenys,
metrikoje:

pv(u,ur) <6, §>0.
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Todél realiai sprendziame modifikuota uzdavinj
Av = u.
Tada gali susidaryti kelios nepalankios situacijos:

e Tokiems pradiniams duomenims u € U uzdavinio sprendinys
v=A"tueV

neegzistuoja, t.y. u ¢ AV. Reikia sugalvoti, kaip apibrézti apiben-
drintgji arba kvazi- sprendinj v = R(u), kuris egzistuoty visiems pra-
diniams duomenims u € U ir bty tam tikra prasme artimas tiksliam
sprendiniui vp.

« Jei sprendinys (gal but tik apibendrintasis) egzistuoja, jis gali nekon-
verguoti j tiksly sprendinj vr, kai § — 0, t.y. mazus pradiniy duomeny
pokycius atitinka kiek norima dideli sprendinio pokyciai.

Dabar pateiksime pavyzdzius uzdaviniy, kuriuos jau nagrinéjome mate-
matinés analizés kurse, ir jrodysime, kad jie nekorektiski.

1. ISvestinés skaiciavimas. Reikia rasti diferencijuojamos funkcijos
ur(t) € C1(D), D = [0,27] igvesting, kai Sios funkcijos reikimes Zinome tik
su paklaida (atsirandancia, pavyzdziui, dél matavimo prietaiso skiriamosios
gebos). Pazymeékime vp(t) = u/-(t) funkcijos urp(t) iSvesting. Tarkime, kad
vietoj funkcijos wp(t) turime tik jos artinj

u(t) = up(t) + esin(wt), e,w > 0.

Nagrinékime tolydziy funkciju metrine erdve C'(D), kai atstumas apibrézia-
mas taip:
= t) — t)|.
pc(u1, uz) Itfé%( 1 (t) — ua(t)]

Sioje metrinéje erdvéje atstumas tarp funkcijy u(t) ir up(t) yra

po(u,ur) <e.

Taigi musy turimi pradiniai duomenys wu(t) mazai skiriasi nuo tiksliy pra-
diniy duomeny u(t), kai parametras ¢ yra mazas skaicius.

Pirmiausia pastebésime, kad iSvestine v(t) = /(t) galime apskaiciuoti
bet kokioms parametry €, w reikSméms, t.y. nereikia ieskoti apibendrintojo
sprendinio (Siuo atveju apibendrintos iSvestinés) apibrézimo.
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Tarkime, kad metrinéje erdvéje V' naudojame ta pacia metrika C(D).
Tada apskaiciuotoji iSvestinés reikSmé skiriasi nuo tikslios iSvestinés dydziu

pc(v,vr) Itrggdswcos(w )| = ew

Parinkus pakankamai didelj parametra w, Sis skirtumas gali buiti kiek norima
didelis, net kai ¢ yra mazas skaic¢ius. Taigi iSvestinés skaiciavimas tokioje
metriniy erdviy poroje (U, V') yra nekorektiskas uzdavinys.

Pasirinke kita metrine erdve U, galime gauti ir korektiska uzdavinj. Pa-
vyzdziui, tarkime kad u(t) € C*(D) yra tolydziai diferencijuojamos funkcijos
ir atstumas tarp dviejy funkcijy apibréziamas taip:

per(u, ug) = max (Jur () — ua(t)] + |ug (£) — uz (1))
Kadangi teisingas jvertis

pC(Uv UT) < pct (u7 UT),

tai sprendinys v(t) = u/(t) tolydziai priklauso nuo pradiniy duomeny. Iro-
déme, kad isvestinés skaiciavimas yra korektiskas uzdavinys, kai turime
metriniy erdviy pora (U, V) = (CY(D), C(D).

Taciau patikrinti, kad eksperimentiniai duomenys u(t) priklauso tokiai
metrinei erdvei U = C!(D) yra sudétinga, taigi §i metriné erdvé netinkama,
kai modeliuojame realius fizinius arba technologinius procesus.

2. Furjé eilutés sumavimas. Skaiciuokime eilutés
o0
fr(t) = Z apcos(nt), 0<t<m
n=0

suma. Sio uzdavinio pradinius duomenis sudaro funkcijos fr(t) Furjé ko-
eficientai up = {an,n = 0,1,...} € U. Erdvéje U apibréziame Iy atstumo
funkcija:

o0

o) = (Y (arn — a)?)

n=0

Tarkime, kad vietoj ur turime koeficientus

g
Cn:an_i_g’ nzla Co = aop,
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tada sumuojame eilute

f(t) = Z cn cos(nt).
n=0

Metrinéje erdvéje Iy abiejy eiluciy koeficientai skiriasi dydziu:

2

e1 = p,(ur,u) = (i(an - cn)2)1/2 = 6(i n12)1/2 = %
1

Pasirinke maza skaiciy ¢, §j skirtuma galime padaryti kiek norima mazu, t.y.
pradiniai duomenys bus artimi vienas kitam. Taciau eiluc¢iy sumos skirsis
dydziu
1
t) — t) =¢ — cos(nt).
(&) = fr(®) 2:31 ~ cos(nt)

Taigi atstumas py, (f, fr) negali buti padarytas kiek norima mazu parenkant
mazg €, nes desinéje lygybés puséje esanti eiluté diverguoja, jeigu t = 0:

N

1
E—z In N N .
Enzln eln N — oo, — 00

Taigi, jei V. = C(D), tai Furjé eilutés sumavimas yra nekorektiskas uz-
davinys, nes neispildytas sprendinio stabilumo reikalavimas.

Jeigu atstuma tarp funkciju f(¢) ir fr(t) apibréziame naudodami V' =
Ls(0, 7) metrika:

pLy(f1, f2) = (/07r (fr(t) = fz(t))th>1/27

tai tokioje metriniy erdviy poroje (U, V') Furjé eilutés sumavimo uzdavinys
jau korektiskas, nes, naudodami Parsevalio teorema, gauname lygybe

e = ([ 00 - sroPa) " = (3 S —e?) = [T
0 n=0

3. Integraliniy lygéiy sprendimas. Siuolaikiné neardomosios diagnos-
tikos, medicinos (pvz. tomografijos) aparatura padeda gauti svarbia in-
formacija, kurios negalime tiesiogiai iSmatuoti ar tirti, o naudojame tik ne-
sunkiai matuojamy pagalbiniy charakteristiky ar pozymiy rezultatus. Tokiy
metody matematinis modelis aprasomas integraline lygtimi

b
Av = / K(z,s)v(s)ds =u(z), c¢<z<d,
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¢ia v(s) € V yra ieskomoji funkcija, u(x) € U — eksperimentiniai matavimo
duomenys, o funkcija K(z,s) charakterizuoja matavimo aparatura (ji yra
zinoma). Imdami skirtingus rezimus = € [c,d] atliekame serija matavimy
u(z), z € [c,d] (pavyzdziui rentgeno spinduliais persvieciame ta patj objekta
ivairiomis kryptimis), tada i$ jy randame funkcija v(s).

1 pastaba. Funkcijos u(t) iSvestinés skai¢iavimo uzdavinj irgi galime
uzrasyti kaip integraline lygtj

/ v(s)ds = u(t) — u(0).
0

Kadangi vietoj tiksliy pradiniy duomeny wp(x) turime tik apytikslius
eksperimentinius duomenis u(z) € U, tai integralinés lygties

Av=u, u(x)eU

sprendinys v € V gali ir neegzistuoti, jei u(z) ¢ AV. Taigi Siuo atveju
gali buti neispildyta ir pirmoji korektisky uzdaviniy apibrézimo salyga. Pa-
vyzdziui, taip bus tada, kai K(z,s) yra tolydziai diferencijuojama pagal x
funkcija, o eksperimente gautoji funkcija u(x) néra diferencijuojama. Cia
jau negalime taikyti klasikinio sprendinio apibrézimo

v=A"tu,

nes toks sprendinys egzistuoja tik tada, kai u(z) iSvestiné yra tolydi funkcija.
Reikia nutarti, kaip apibrésime sprendinj, kad jis egzistuoty ir neglodiems
pradiniams duomenims. Kitoje paskaitoje pateiksime tokiy apibrézimy pa-
vyzdzius.

Taciau net ir tada, kai apytiksliai pradiniai duomenys u(z) € AV, spren-
dinys gali netenkinti stabilumo salygos. Tarkime, kad atstumas tarp dviejy
funkcijy metrinéje erdvéje U apibréztas formule

pu (1, uz) = (/cd (ua (2) — U2(@’))2d$>1/2a

t.y. turime U = Lslc, d] erdve, o sprendinio poky¢ius vertinsime V' = Cla, b
metrikoje:

po(vy,vg) = Jnax, ‘vl(m) — vp(x)|.

Tarkime, kad apytiksliai pradiniai duomenys yra tokie:

b
w(z) = up(z) + M/ K(z,s)sin(ws)ds, M,w > 0.



81 SKYRIUS. MATEMATINIAI MODELIAI IR JU KOREKTISKUMAS

Ivertinsime pradiniy duomeny paklaida

pu (u,ur) = M[/cd (/ab K (z,s)sin(ws) ds) de} 1/2.

Nagrinékime atvejj, kai funkcija K(x,s) yra diferencijuojama pagal s ir
iSvestine |%—I§‘ < C yra aprézta i$ virSaus. Integruodami dalimis, gauname
lygybe

/ab K(z,s)sin(ws)ds = %( — K(z,s) cos(ws)

b [POK
. —i—/a g(:c,s) cos(ws) ds).

Taigi pradiniy duomeny pokycius jvertiname nelygybe

CM
6 == pu(u,ur) < W

Parinke pakankamai didelj parametra w, Siuos pokycius galime padaryti
kiek norima mazais. Taciau tokiems pradiniams duomenims atstumas tarp
sprendiniy erdvés Cla, b] metrikoje

potas (v vr) i= max [o(s) — vp(s)| = M max |sin(ws)| = M
yra kiek norima didelis, jei M didelis skaic¢ius. Taigi neiSpildyta sprendinio
tolydzios priklausomybés nuo pradiniy duomeny salyga.

Integralinés lygties sprendimo uzdavinys nekorektiskas net ir tada, kai
sprendinius apibréziame Ls(a,b) metrinéje ervéje (Sioje erdvéje pradiniy
duomeny pokycius galime padaryti kiek norima mazais). Pasinaudojame
paprastomis trigonometrinémis formulémis:

9 1 — cos(2x)

sin®z = — sin(2x) — sin(2y) = 2sin(z — y) cos(z + y),

tada gauname lygybe:

prL,(v,vp) = (/ab (v(s) — UT(S))2d8> s = M(/ab sin?(ws) ds) i

b—a 1 . 1/2
5 g, Sin (w(b — a)) cos (w(b+ a))) — CM.

:M(

Taigi pr, (v, vr) gali buti kiek norima didelis, o py(u, ur) kiek norima mazas,
atitinkamai parinkus w ir M. Vél neispildyta sprendinio tolydzios priklau-
somybés nuo pradiniy duomeny salyga.
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4. Adamaro pavyzdys. Sj uzdavinj nagrinéjo Z. Adamaras, formuluo-
damas korektisky matematiniy uzdaviniy reikalavimus. Srityje

D={(z,y): —co<zx<o0, 0<y<Y}

spresime dvimate Laplaso lygtj

2 2
% + gyg =0, (1.1)
kai uzduotos pradinés salygos
v(x,0) =0, o =p(z), —oo<z < o00. (1.2)
Oy ly=0

Pradinius duomenis ir sprendinj nagrinésime tolydziyjy funkcijy metrinése
erdvése C' ir C(D), kuriy metrikos yra apibréztos taip:

pc(p1,p2) =  sup  |e1(x) — pa(x)],
<xr<oo

PC(D)(Ul,W) = sup |vi(z,y) — v2(z, )]
(z,y)€D

Jeigu pradiné funkcija pr(z) =0, tai (1.1) — (1.2) uzdavinio sprendinys
’UT(JI, y) =0.

1
Pakeite pradine salyga | (z) = — sin az, gauname tokj uzdavinio sprendinj
a

1
v(z,y) = 2 sin(az)sinh(ay), a > 0.

Parinkdami pakankamai didelj skai¢iy a, atstuma tarp pradiniy duomeny
e =

—sin ax
a

pc(p,or) = sup

—oco<r<00 a

galime padaryti kiek norima mazu. Taciau atstumas tarp sprendiniy

1 1
po(py(v,vr) = sup ‘—2 sin(ax) Sinh(ay)‘ = —; sinh(aY)
(zy)eD '@ a
gali buti kiek norima dideliu, kai parenkame didelj skaiciy a. Taigi tokio
uzdavinio sprendinys néra stabilus pradiniy duomeny atzvilgiu, todeél jis
nekorektiskas.

2 pastaba. Laplaso lygc¢iai korektisks uzdavinj gauname, kai vietoj
antrosios pradinés salygos formuluojame krastine salyga taske y = Y, pa-
vyzdziui

v(z,Y) = ¢(z).
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5. Diferencialinés lygties koeficienty radimas. Labai daznai tenka
spresti atvirkstinj koeficienty radimo uzdavinj. Eksperimente matuojame
tam tikrus sprendinio funkcionalus, o turime rasti ne tik patj sprendinj, bet ir
diferencialinés lygties koeficientus. Nagrinékime pradinj-krastinj parabolinio
tipo uzdavinj, modeliuojantj temperaturos u(x,t) pasiskirstyma vienmacia-
me strype. Turime diferencialine lygtj

ou 0%u
cpa = aw + f($,t), (t,(lf) € (O,T} X (0, 1),

pradine salyga temperaturai
U(I,O)ZUO(JJ), (S [07 1]7
ir dvi krastines salygas (matuojame temperatura strypo galuose):

u(0,t) = po(t), u(l,t) =m(t), te(0,T].

Silumos talpumo ir medziagos tankio koeficientai ¢, p, bei iSorinio Silumos
saltinio tankio funkcija f(x,t) yra zinomos. Reikia rasti funkcija u(zx,t) ir
difuzijos koeficienta a.

3 pastaba. IS matematinés fizikos kurso zinome, kad parabolinis dife-
rencialinis uzdavinys yra korektiskas (vienintelis sprendinys egzistuoja ir
tolydziai priklauso nuo pradiniy duomeny, kai parametras a irgi yra zi-
nomas).

Norédami rasti (u, a), papildomai matuojame dar viena sprendinio funk-
cionalg, pavyzdziui silumos srauta

ou

= = 7.
ag|_ =vH), teT)

Galima jrodyti, kad gautasis uzdavinys néra stabilus, taigi jis nekorektiskas.

Egzistuoja daug svarbiy taikomuyjy uzdaviniy, kai reikia rasti matema-
tinio modelio koeficientus, o turime tik eksperimentinius matavimus. Tokie
uzdaviniai dazniausiai nekorektiski, todél svarbu iSmokti efektyviai spresti
siuos uzdavinius.



