Kai kurios funkcionalinés analizés savokos,
apibrézimai, teoremos.

J. Kirjackis

Tegul £ - bet kokia aibé.

Apibrézimas. Aibé E vadinama metrine erdve, jei kiekvienai aibés £ ele-
mentu porai (z, y) yra priskirtas realus skaicius p(z,y), vadinamas atstumu
tarp z ir y, kad bty patenkintos trys salygos (aksiomos):

1. p(x,y) >0, beto p(z,y) =0z =y;
2. p(x,y) = p(y, x) — (simetrijos aksioma);
3. p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y) — "trikampio nelygybe".
Ciaz,y,z € E. Funkcija p vadinama erdveés E metrika.
Pavyzdys 1. Tegul R - realiuju skaiciy aibe. Aibe
R"=RxRx..xR={(x1,29,...,m,) :x; € R, i =1,2,..,n},

kurioje atstumas apibréZiamas lygybe

p(@,y) = /(@1 — 1) + (22— 1) + o+ (50 — p)’

yra metriné erdve. Ciaz = (z1,....20), ¥ = (Y15 -, Yn))-

Pavyzdys 2. Aibé R", kurioje atstumas p; apibréZtas lygybe

pr(w,y) = max [z — g

irgi yra metriné erdve.

Pavyzdys 3. Kompleksiniu skaiciy aibé C yra metriné erdvé, jei atstuma
p apibrézti lygybe

p(Zl,Zg) = |Zl — Zz|,21,22 e C.
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Pavyzdys 4. Aibé C" = {(z1, 22, ..., 2n) : 21, 22, ..., 2, € C} yra metriné erd-
vé, jei atstuma tarp dvieju tos aibés elementu z = (z1, 22, ..., 2,) ir w =
(wy, wa, ..., w,) apibréziame lygybe

p(z,w) = \l Z |21 — wgl?.

k=1

Pavyzdys 5. Tolydziu intervale [a, b] funkciju aibé C'([a, b]) yra metriné erd-
vé, jei atstumas tarp dvieju Sios aibés funkciju f ir g apibréZztas lygybe

p(f,9) = max |f(z) — g (z)]

a<z<b

Pavyzdys 6. TolydZiai k kartu diferencijuojamu intervale [, b] funkciju ai-
be C*([a,b]) yra metriné erdve, jei atstumas tarp dvieju Sios aibés funkciju
t ir g apibréztas lygybe

Cia O (z) = ¢(x).
Pavyzdys 7. Integruojamu (pvz., tolydziu) aibéje A (A C R), funkciju aibé
Ly(A) yra metriné erdvé, jei

p(f.9)= /If z) |dz

ir laikoma f = g, kai f(z) = g(x) beveik visur aibéje A.
b
Pavyzdys 8. Aibe L,(a,b) funkciju ¢(z), kurioms [ |p (z)|Pdz < oo, yra

( e pdcs) %

ir laikoma kad f = g, kai f(z) = g(z) beveik visur intervale (a, b).
Tegul p = 2. Aibéje Ly (a, b) metrika galima apibreézti lygybe

b
/ £ (@) - g (@) Pde.

metriné erdve, jei




Pavyzdys 9. Visu apreztu seku z = (&1, &s, -, & --.), 2 |&| < oo aibé 1yra
=1

metriné erdvé, jeigu metrika ivesti lygybe
p(z,y) = Z & — mil,
i=1

Clay = (772);.21
Pavyzdys 10. Visu begaliniu seku (&;)52,, kurioms ) |¢|P < oo metrizuo-
=1

jama lygybe

1
0 P
px,y) = (Z & — ml”) :
i=1
Tokia metriné erdvé paprastai Zymima IP.

Pavyzdys 11. Visu apreéZtu sekuy aibéje galima jvesti metrika lygybe
p(z,y) = sup [§ — ni,

r=(£)2,, y=(m)2, . Tokia metrine erdve daznai Zymi raide m.

Pavyzdys 12. Aibéje visu begaliniu skaiciu seku galima jvesti atstuma tarp
elementu x = ()2, ir y= (n;)2, formule

o0

i=1 20 1418 —nl

Tokia metriné aibé daZnai Zymi raide s.

Erdveé X vadinama tiesine (arba vektorine), jeigu A\u + pv € X bet ku-
riems skaliarams A ir p iru,v € X.

Funkcionalas F': X — %R vadinamas tiesiniu, jeigu

FAu+ pv) = AF(u) + pF(v)

bet kuriems skaliarams A ir p iru,v € X.

Sakykime, X yra realioji vektoriné erdve ir egzistuoja funkcija (-, -) X x
X — R, tenkinanti salygas:

1 (z,2) 2 0; (z,2) =0 2 =0;

2. (z,y) = (y,);



3. {cx,y) = c(z,y);
4. (z+z,y) = (v,y) +(2,9);

¢ia z,y,z € X, ¢ € R. Tokia erdvé X yra vadinama realiaja euklidine erduve,
arba erdve su skaliarine daugyba; funkcija (-, -) -— skaliarine daugyba, skai¢ius
(x,y) — elementu x ir y skaliarine sandauga. Kartais euklidinémis erdve-
mis vadinamos tik baigtiniamatés erdvés su skaliarine daugyba (o pilnos
begaliniamates erdves su skaliariné daugyba vadinamos Hilberto erdvémis).

Sakykime, X yra kompleksiné vektoriné erdvé ir egzistuoja funkcija
(-,-) X x X — C, tenkinanti salygas:

r,z) =2 0; (r,z) =02 =0;

L (
2. (z,y) = (y, z);
3. (cx,y) = c(z,y);
4 (z+z,y) = (z,y) + (z.9)

¢ia z,y,z € X, ¢ € R. Tokia erdvé X yra vadinama kompleksine euklidine
erdve.

Tegul L -—vektorineé (tiesiné) erdvé. Funkcionalas p(z) : L — R vadinamas
norma erdvéje L, jeigu jis tenkina Sias salygas:

1. p(x) >0, betop(x)=0<z=0;
2. ple+y) <plx) +ply), =y€elL;
3. plax) = |a|p(z), Va € R,z € L.

Elemento z € L norma zZymima simboliu ||z||.

Jeigu (z,y) = 0, tai elementai z ir y vadinami ortogonaliais. Jeigu egzis-
tuoja tokia seka (z,) erdveéje X, jog

2.2, #0, n=1,2,...,

tai ta seka yra vadinama ortogonaligjq seka erdvéje X.
Jeigu egzistuoja tokia seka (e, ) erdvéje X, jog

L=y
ewer={0 177
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i,7,=1,2,..., taitaseka yra vadinama ortonormuotqjq seka erdvéje X.

Jeigu erdve X yra eukliding, tai joje galima apibréZti norma formule
] == v/, )

(Tokia norma vadinama euklidine). Aisku, kad jeigu (x,) — ortogonalioji

seka, tai ( Ln ) — ortonormuotoji.

|EZ]
Euklidiné erdvé X paverciama metrine erdve apibréZus metrika
p(l’,y) = Hx_yH y LY € X.
Ta metrika vadinama euklidine.

Teorema. Sakykime X yra realioji euklidiné erdvé. Tuomet teisinga Kosi nely-
gybé
[zl <zl -yl =y € X,

ia ||z|| = /{x, ), ||yl = /{y,y) euklidinés normos elementy x ir y.
Pavyzdys. Tegul X = R" — n-maté euklidiné erdve. Tada

n n n
D < | D aky| Dk
k=1 k=1 k=1

Kiekviena euklidine erdve galima paversti normuotaja erdve, taciau
atvirkstinis teiginys apskritai néra teisingas. Euklidinéje erdvéje galima
apibréZzti ir kitas normas.

Pavyzdys. Erdvéje C'([a; b]) galima apibréZti norma (neeuklidine)
[f[]':= max [f (x) ]
x€[a;b]

Pavyzdys. Erdvéje C([a;b]) galima apibrézti skaliarine sandauga

b

<f,g>:/f<x>-g<x>dx

a

ir euklidine norma

b
1l = / £ (@) de.
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b
Pavyzdys. Realiu funkciju klaséje Ly(a,b), ty.kai [ f?(z)dzr < oo, nor-

ma galima jvesti formule
b 3
1Al =V{f. )= (/f2(:c)d:c> ,

Kosi (kartais vad. Kosi-Buniakovskio) nelygybé ¢ia atrodo taip

(s (foos)

Padauginus abi nelygybés puses i$ dvieju ir pridéjus

/bfz(x)dx+/bg2(:)s)dx

gausime Kosi-Minkovskio nelygybe

/b(f(x)+9(x))2d:r§ (/bfz(x)dx)

1F+gll < 1711+ llgll -

/bf(fﬂ)g(fﬂ) dx

+
~
—
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S
~
=
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Prisiminsime kompaktisku aibiu ir kompakto apibrézimus.

Apibrézimas. Metrinés erdveés U aibé M, M C U, vadinama kompaktiska
erdvéje U, jeigu i$ bet kokios jos elementu begalinés sekos galima iSskirti
poseki, konverguojanti i erdvés U elementa.

Apibrézimas. Metrinés erdvés U aibé M vadinama kompaktu , jeigu i$ bet
kokios jos elementu begalinés sekos galima iSskirti poseki, konverguojanti
i aibés M elementa.



Apibrézimas. Metrinés erdves elementu seka (z,,) vadinama fundamenta-
ligjq (arba Kosi seka), jei kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks nattiralus skai-
¢ius N, kad p(z,, z,) < ¢, jei m,n > N. Metriné erdve vadinama pilngjq
metrine erdve, jei kiekviena jos elementu fundamentalioji seka konverguo-
ja (1 koki nors tos erdveés elementa).

Apibrézimas. Metrinés erdvés U aibé M vadinama uZdara, jeigu ji sutam-
pa su savo uzdariniu (t.y. jai priklauso visi jos ribiniai taskai).

Taigi, kompaktas yra uzdara kompaktiska erdvéje U aibé.
UZdary aibiy pavyzdziai:

1. [a,b] CR;

2. M={f(z) e C(a;]) : [f ()| < K};

3. Bet kokia baigtiné aibé.

Teorema. Kad aibé M C R™ biity kompaktiska, biitina ir pakankama, kad ji biity
uZdara ir aprézta erdvéje R".

Teorema (Bolcano ir Vejerstraso). IS bet kurios apréZtos sekos baigtiniamatés
euklidinés erdves F,, galima isskirti konverguojanti poseki.

Taigi, i$ apréztumo sekos tasku baigtiniamatés euklidinés erdves is-
plaukia galimybeé iSskirti i§ jos konverguojancio posekio. Taciau Sis teigi-
nys galioja ne visoms metrinéms erdvémes.

Pavyzdys. Tegul

seka tagku erdveéje m. Sita seka aprézta metrikoje p (z,y) = sup [§;—n;| (Vi

si sekos nariai priklauso sferai vienetinio spindulio). Bet i$ Sios sekos ne-
imanoma isskirti konverguojancio posekio, kadangi atstumas tarp bet ku-
riy skirtingu sekos tasku lygus p(z;, z;) =1, @ # j.

Apibrézimas. Tarkime, (X, p) — metriné erdve. Aibé M. C X vadinama
aibés M C X ¢ -tinklu, jei kiekvieng x € M atitinka toks z. € M., kad

plr,z.) < e.

Teorema (Hausdorfo). Tarkime, X — pilna metriné erdvé. Aibé M C X
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kompaktiSka tada ir tik tada, kai su kiekvienu ¢ > 0 aibéi M egzistuoja
baigtinis e-tinklas.

Apibrézimas. Aibé A C Cfa,b] vadinama lygialaipsniskai tolydziaja, jei
kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks 6 = d(¢) > 0, kad bet kuriai funkcijai f € A4,

If(t)— f(s)| <e, kails—t| <.

Aibé A C Cla, b] yra apréZzta tada ir tik tada, kai egzistuoja toks M > 0,
kad kiekvienai funkcijai f € A

|f(t) < M, suvisais t € [a,b].

Teorema (Arcelo-Askolio). Aibé M C Cla,b] yra kompaktiska tada ir tik
tada, kai ji apréZta ir lygialaipsniskai tolydi.



