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1.2. Nekorektisky uzdaviniy sprendimo metodai

Sioje paskaitoje nagrinésime paprastus, bet veiksmingus nekorektisky
uzdaviniy sprendimo metodus.

1.2.1. Sprendinio parinkimo metodas

Spresime nekorektiska uzdavinj
Av=u, uweU, veV, (1.3)

kur U ir V yra metrinés erdvés. Tarsime, kad AV = U ir egzistuoja atvirksti-
nis operatorius A1, bet jis nebiitinai yra tolydus, t.y. neispildyta sprendinio
stabilumo salyga.

Daugeliui uzdaviniy neegzistuoja konstruktyviy algoritmy, leidzianc¢iy
efektyviai apskaic¢iuoti operatoriy A~!, t.y. realizuoti uzdavinio sprendimo
tiesioginj algoritma

v=A"tu.

Tada kitais algoritmais ieskome tikslaus sprendinio artiniy. Beveik visus
tokius algoritmus galime apibudinti Sia bendra schema.

1. Apibréziame sprendiniy aibés poaibj W C V' ir skai¢iuojame jos ele-
menty vaizdus Av, v € W, t.y. sprendziame tiesioginj uzdavinj, kuris
yra daug paprastesnis uz atvirkstinj uzdavinj A~ u. Pavyzdziui, spres-
kime tiesiniy lygciy sistema, kai A yra N x N dydzio matrica. Tada
ieskodami sprendinio Gauso algoritmu atlickame %N 3 aritmetinius
veiksmus. Toks algoritmas realizuotinas tik tada, kai matricos de-
terminantas nelygus nuliui. O tiesioginiame algoritme skai¢iuojame
matricos ir vektoriaus sandauga Av, atliekame tik 2N? veiksmy.

2. leskome tokio artinio vy € W, kuris minimizuoja sprendinio netiktj
pu (Avg,u) = inf py(Av,u). (1.4)
veW

Variaciné uzdavinio formuluoté remiasi salyga, kad jei imsime tiksly
uzdavinio sprendinj v = A=y, tai pu(Av,u) = 0. Vienas paprastas ir
veiksmingas tokio tipo algoritmas yra Sis: atsitiktiniu budu parenkame
aibés W elementus {v1,v9,...,unx}, kiekvienam i$ ju apskaic¢iuojame
sprendinio netikt] py(Avj,u), j = 1,..., N, tada iSrenkame ta ele-
menta vy, kuriam netiktis yra maziausia.



12 1 SKYRIUS. MATEMATINIU MODELIU KOREKTISKUMAS

Dazniausiai naudojame iteracinius algoritmus ir sudarome seka spren-
dinio artiniy {vy,vs,...,vn}, kurie nuosekliai sumazina sprendinio
netiktj

pu(Avj,u) < py(Avg,u), kai j>k.

Pavyzdziui, taip sprendziame tiesiniy lygciy sistemas jungtiniy gradi-
enty metodu arba netiesiniy lygciy sistemas Niutono metodu.

Sprendinio parinkimo metode leistiny sprendiniy aibe W pasirenkame
priklausancia nuo baigtinio (kaip taisyklé, nedidelio) skai¢iaus parametry,
kintanciy apréztoje srityje. Tada W yra uzdara, baigtinés dimensijos erdve.
Kai W turi tik baigtinj skaic¢iy elementu {v;, ¢ = 1,..., N}, tai variacinis
uzdavinys supaprastéja ir gauname minimizacijos uzdavinj

A = mi Av;,u).
pu(Avo,w) = min pu(Avi, )

Tarkime, kad turime tikslius pradinius duomenis © = up ir reikia rasti
(1.3) uzdavinio sprendinj vy:

AUT = ur.

Jeigu tikslus sprendinys vy = A~ lur € W (t.y. lygties desinioji pusé ur €
AW), tai turime lygybe

A = inf A =0.
pu (Avr, ur) Jnf pu( v,ur) =0

Vadinasi vr yra ir variacinio uzdavinio (1.4) sprendinys. Jeigu (1.3) uz-
davinys turi tik vienintelj sprendinj, tai elementas, minimizuojantis funkcio-
nala py(Av,ur), irgi yra vienintelis. Taciau vél negalime garantuoti, kad
toks sprendinys tolydziai priklauso nuo pradiniy duomeny.

Kaip minéjome, variacinj uzdavinj (1.4) dazniausiai sprendziame kokiu
nors iteraciniu metodu ir randame elementy seka {v; € W, j =1,..., N},
kurios vaizdai Av; konverguoja i ur:

pu(Avj,ur) — 0, kai j — oo.
Svarbu rasti nesunkiai patikrinamas apriorines salygas, garantuojancias, kad

ir elementy seka v; — vy, t.y. v; konverguoja j tiksly uzdavinio (1.3) spren-
dinj.
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Priminsime reliatyviai kompaktisky aibiy ir kompakto apibrézimus.

Apibrézimas 1. Metrinés erdvés U poaibj M C U vadiname reliatyviai
kompaktisku erdvéje U, jeigu i$ bet kurios jo elementy begalinés sekos {u,, } C
M galima isskirti posekij, konverguojantj i kurj nors erdveés U elementa.

Apibrézimas 2. Metrinés erdvés U poaibj M C U vadiname kompaktu,
jeigu i$ bet kurios jo elementy begalinés sekos {u,} C M galima iSskirti
posekj, konverguojantj i kurj nors aibés M elementa.

1.1 teorema. Tegul metriné erdvé V atvaizdziu A : V — U vaizduojama
i kita metrine erdve U. Pasirinkime poaibj Vo C V, kuris yra reliatyviai
kompaktiskas erdvéje V, ir paZzymékime Sios aibés vaizdag Uy = AVy C U.
Jeigu atvaizdavimas A : V — U yra tolydus ir abipus vienareikSmis, tai
atvirkstinis atvaizdavimas A~! : Uy — Vj taip pat yra tolydus metrinéje
erdvéje V.

Irodymas. Tiesioginj atvaizdavima V — U apibrézia funkcija u = A(v), o
atvirkstinj atvaizdavima Uy — Vp apibrézia funkcija v = A~ (u).

Imkime bet kokj elementa ug € Up ir jrodykime, kad funkcija A~!(u)
yra tolydi Sio elemento atzvilgiu. Tarkime priesingai, kad si prielaida yra
neteisinga. Tada egzistuoja toks skaicius €1 > 0, kad bet kokiam § > 0
galima parinkti elementa us € Up, kad py(us,ug) < 0, bet py(vs,vg) > €1,
ia vg = A Y (ug), vs = A~ (us).

Pasirinkime teigiamyjy skaiciy seka {d,, > 0}, konverguojancia i nulj

lim 4, = 0.

n—oo

Kiekvienam §,, egzistuoja u,, € Uy, toks kad:

pu (Un,up) < 9y, bet py(vn,v9) > €1,

¢ia pazyméjome v, = A"1(u,) € Vp. Aisku, kad elementy seka {u,} kon-
verguoja i ug:

lim u, = ug.
n—oo

Kadangi visi elementai v,, priklauso aibei Vj, kuri yra reliatyviai kompak-
tiska metrinéje erdvéje V), tai i$ begalinés sekos {v,} galime isrinkti posekj
{vn,. }, konverguojantj j elementa 9y € V:

lim v,, = 9.

b oo ng 0
Kiekvienam ny, teisinga nelygybé py (vy, ,v0) > €1, todél ir py (0, vo) > €.
Taigi 9y # v, t.y. elementas ¥y nesutampa su vy.
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Nagrinékime aibés Uy elementy posekj {u,, = A(vy,)}. Kadangi funk-
cija A(v) yra tolydi, tai

lim up, = lim A(vn,) = A( lim vy, ) = A(%) = Go.

k—o00 k—o0 k—o00

Seka {up, } yra konverguojancios sekos {u,} posekis, todél jy ribos turi
sutapti:
ﬁo = Uup-

Tada teisingos tokios lygybeés:
A(f}o) = ﬂ() = Upg = A(’Uo),

t.y. A(tg) = A(vg). Atvaizdavimas A : V' — U yra abipus vienareiksmis,
todél vy = vg. Gavome priestaravima anksciau jrodytai nelygybei 09 # vg.
Teorema jrodyta. [

Taigi sprendinio parinkimo metode minimizuojanti seka {v,} konver-
guoja i tiksly sprendinj
lim v, = vp,

n—oo
jei ispildytos tokios pakankamosios salygos:
1. A yra tolydus ir abipus vienareikSmis atvaizdavimas.
2. vp priklauso aibei W, kuri yra kompaktas.
Dabar nagrinékime atveji, kai vietoj (1.3) lygties tikslios deSiniosios
pusés up turime tik jos artinj us, kuriam teisingas jvertis py(ug, ur) < 9.

Tarkime, kad us € AW, t.y. ug priklauso kompakto W vaizdui. IS 1.1 teo-
remos gauname, kad atvaizdavimas

AL AW - W
yra tolydus, todél sprendinio vy artiniu galime imti elementa
vs = A ug € WL
Kai 6 — 0, toks artinys vs konverguoja i tiksly uzdavinio (1.3) sprendinj

lim v5 = vp,
6—0

taigi iSpildytos visos korektisko matematinio uzdavinio salygos.
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Kaip jau pastebéjome anksciau, daugeliui taikomuyjy uzdaviniy atvirksti-
nio operatoriaus A~! efektyviis skai¢iavimo algoritmai egzistuoja labai retai.
Dazniausiai sprendinio artinj parenkame spresdami variacinj uzdavinj (1.4).
Tada uztenka rasti elementa v5 € W, tenkinantj nelygybe

pU(AQN)(;,Ué) <C¢s C>0.

Isitikinsime, kad toks artinys konverguoja i tiksly uzdavinio sprendinj vr,
kai parametras 6 — 0. Naudodami trikampio nelygybe jsitikiname, kad
teisingas jvertis

pu (Avs, ur) < pu(Avs, us) + pu(us, ur) < (C +1)d = 61,
taip pat is 1.1 teoremos zinome, kad atvirkstinis atvaizdavimas
AL AW - W
yra tolydus, tada gauname jvertj

pv (U5,v7) < €(d1)

ir atstumas iki tikslaus sprendinio £(d1) artéja i nulj, kai §; — 0, t.y. artinys
v5 konverguoja i vr.

1 pastaba. Spresdami variacinj uzdavinj ir pasirinkdami iteraciju baigi-
mo kriterijy, panaudojome informacija apie uzdavinio duomeny tiksluma §
(tokia informacija gauname i$ matavimo jrangos charakteristiky ar skaicia-
vimo algoritmo salygy, jei duomenis generuojame sudétingame virtualiame
ekperimente). Iteracijas baigiame tada, kai gautojo artinio paklaida yra tos
pacios eilés dydis, kaip ir uzdavinio duomeny u matavimo paklaida. Tokiu
biidu minimizuojame sprendinio parinkimo skai¢iavimy apimtj, nes tolimes-
nis iteracijy vykdymas nebeduoda jokio esminio gautojo artinio globaliojo
tikslumo pagerinimo (lyginant su tiksliu uzdavinio sprendiniu vr).

1.2 pavyzdys. Integralinés lygties sprendimas. Pirmoje pa-
skaitoje jsitikinome, kad integralinés lygties

b
Av = / K(z,s)v(s)ds =u(z), c<xz<d, wu(r)e Lycd)

sprendimas yra nekorektiskas uzdavinys, jei V = Lo(a,b) arba C(a,b).
Dabar ieskosime sio uzdavinio sprendinio v(s) monotonisky ir tolygiai
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aprézty funkcijy aibéje. Kaip pavyzdj imsime monotoniskai didéjanciy
funkcijy aibe

Wy ={v: wv(s1) <wv(s2), kai s1 < s2, |v(s)] < B}.

Jeigu u € AW, tai gautasis uzdavinys tampa korektisku, nes aibé Wy
yra kompaktas erdvéje Lo(a,b).

Remiantis auksc¢iau pateikta teorija, jei turime netikslius pradinius
duomenis us € AW7y:

PLofe,d) (s, ur) <6,

tai tikslaus sprendinio v artiniu galime imti integralinés lygties spren-
dinj:

V5 = A_1U5,
(t.y. vietoj tiksliy pradiniy duomeny naudojame ju artinj ug). Iesko-
dami sprendinio artinio minimizuojame funkcionala

PLa(ap) (AV, us) = H /:K(x,s)v(s) ds — u(g(x)H

Sprendinio parinkimo metode vietoj integralinés lygties sprendimo
aibéje W1 galime generuoti daug atsitiktiniy artiniy v™ € Wi ir skai-
¢iuoti tokios funkcijos integralo reikSme (t.y. nagrinégjame daug pa-
prastesnj integralo skaiciavimo uzdavinj). Uztenka rasti artinj vs, ku-
ris tenkina nelygybe

H /ab K(z,s)vs(s)ds — u(;(ac)H <05, C>0. (1.5)

Taciau yra sukurti ir efektyvesni algoritmai, kuriais tarp monotonisky,
tolygiai apréztu funkcijy randame variacinio uzdavinio (1.4) spren-
dinio artinius, tenkinancius (1.5) jvertj.

Dazniausiai integralus skai¢iuojame skaitiniais metodais. Funkcija
v(s) apibréziame tinklo

h—
wsh:{sn: sp=a+nhs, n=0,1,...,N, hy= Na}

taskuose, o funkcija u(x) apibréziame

d—
wxh:{xn: r, =c+nh,, n=0,1,...,N, h, = c}
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taskuose. Integrala aproksimuojame, pavyzdziui, naudodami trapeciju

fomule:
N
Apvp(xj) = Z cnK (24, 8p)vp(sn) = u(xj), x; € wep,
n=0

¢ia ¢, yra sumavimo Koeficientai
1 1
cozihs, cpn=hg,n=1,...,N —1, cNZEhS.

Pazymeékime vektorius

UN:(UO,UI,...,UN)T, VN:(’UO,’Ul,...,UN)T,

¢ia u; = u(x;), vy, = v(sy). Apibrézkime (N + 1) x (N + 1) dydzio
matricyg

A= (ajn), ajn = K(xj,8n)cn, 0<j,n<N.
Taigi vietoj integralinés lygties sprendziame tiesine lygciy sistema

AVy =Uy.

Aptarsime dvi svarbiausias tokio pakeitimo savybes.

1. Integraling lygtj pakeitéme kitu uzdaviniu, taigi jneSéme nauja paklai-
da. IS skai¢iavimo matematikos kurso zinome, kad trapecijy formulés
aproksimavimo paklaida jvertiname dydziu O(h2) (kai integruojama
funkcija yra pakankamai glodi). Naturalu siekti, kad Sios paklaidos
dydis buty suderintas su eksperimentinés paklaidos dydziu 9.

2. Sprendinys Vi yra baigtinés dimensijos vektorius, taigi sprendinio
parinkimo metode turime mazesne leistiny sprendiniy aibe Wj. Jeigu
Un € AW, tai integralinés lygties sprendinio artinj randame isspren-
de tiesiniy lygciy sistema

Uy = A71VN.

Sig sistema galime spresti Gauso algoritmu arba naudodami iteracinius
algoritmus.
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1.2.2. Apibendrintasis sprendinys
ISsiaiskinome, kad uzdavinio
Av=u, ueU, veV

sprendinio paieska yra korektiskas uzdavinys, kai atvaizdavimas A : V — U
yra tolydus ir abipus vienareiksmis, o sprendinio ieskome kompakte W C V'
irup € AW.

Taciau klasikinis sprendinys v = A~ !u gali ir neegzistuoti, jei u & AW.
Taip daznai atsitinka netgi ir tada, kai tiksli funkcija ur € AW, nes pra-
diniai duomenys u gaunami atliekant sudétingus fizinius ar skai¢iuojamuo-
sius eksperimentus ar matuojami su paklaidomis. Pastebésime, kad realiuose
industriniuose taikymuose labai sunku patikrinti salyga, kad u € AW.

Tada apibréziame apibendrintqji sprendinj v (ji dar vadinsime kvazispren-
diniu).

Apibrézimas. Funkcija 0, aibéje W minimizuojanti funkcionala
Ad,u) = inf Av,u), 1.6
pu(A,u) = inf pu(Av,u) (1.6)

yra vadinama apibendrintuoju uzdavinio (1.3) sprendiniu aibé¢je W.

Taigi gauname atvaizdj v = ]iZ(u) Apibendrintas sprendinys egzistuoja
visiems pradiniams duomenims v € U, jei leistiny sprendiniy aibé W yra
kompaktas.

Akivaizdu, kad jei u € AW, tai apibendrintasis sprendinys sutampa su
klasikiniu sprendiniu

v=A"u ir py(Av,u) =0,

tada atvaizdis R(u) = A~ 'u.

Taip apibréztas apibendrintas sprendinys nebiitinai yra vienintelis. Sis
sprendinys gali netenkinti ir stabilumo salygos, t.y. neturime tolydzios
sprendinio priklausomybés nuo pradiniy duomeny.

Nagrinésime atvejj, kai pradiniai duomenys us nepriklauso kompakto W
vaizdui, t.y. us € AW. Tada negalime sprendiniu imti elemento vs = A~ us
ir ieskosime apibendrintojo sprendinio ¥5, tenkinancio variacinj uzdavinj
(1.6).

Suformuluosime paprastas pakankamas salygas, kai egzistuoja vienintelis
apibendrintasis sprendinys, kuris tolydziai priklauso nuo pradiniy duomenuy,
t.y. gauname korektiska uzdavinj.
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Apibrézimas 3. Tegul elementas u ir aibé @ priklauso metrinei erdvei
U:
welU, @QcU.

Aibés @Q elementas ¢ € Q) vadinamas u elemento projekcija i aibe Q, jei
ispildyta lygybé

pU(u’ q) = pU(u’ Q) := inf PU(Ua T)'
re@
Si elementg zymésime ¢ = Pu.

1.2 teorema. Tegul A yra tolydus operatorius. Jeigu lygtis Av = u kom-
pakte W turi vienintelj sprendinj (¢ia u € AW ), o kiekvienam elementui
u € U apibrézta vienintelé jo projekcija q = Pu ] aibe QQ = AW, tai egzis-
tuoja vienintelis (1.3) uzdavinio apibendrintasis sprendinys, kuris tolydziai
priklauso nuo desiniosios lygties pusés u.

Irodymas. Pazymékime Pugs elemento ug projekcija aibéje AW. I$ apiben-
drintojo sprendinio ir projekcijos apibrézimy gauname lygybe

Vg = A_lpu(;,

t.y. apibendrintasis sprendinys randamas tiksliai iSsprendus (1.3) uzdavinj
su pakeista desiniaja lygties puse. Kadangi elemento us projekcija aibéje
AW apibréziama vieninteliu budu, o (1.3) uzdavinys aibéje W turi vienintelj
sprendinj, tai apibendrintasis (1.3) uzdavinio sprendinys, kai us ¢ AW, yra
vienintelis.

Dabar jrodysime, kad jis tolydziai priklauso nuo us. A yra tolydi funkci-
ja, tai i$ 1.1 teoremos gauname, kad kompakto AW atvirkstinis atvaizdavi-
mas j kompakta W:

A7l AW - W
yra tolydus. IS funkcinés analizés kurso zinome, kad projektavimo operato-
rius P yra tolydus metrinéje erdvéje U. Todél A~LP yra tolydus erdvéje U
operatorius, taigi apibendrintasis sprendinys s tolydziai priklauso nuo us.
O

Apibréze apibendrintajj sprendinj, kurio ieskome kompaktiskoje aibéje
W, gauname korektiska uzdavinj.

Nurodysime paprastas ir nesunkiai patikrinamas salygas, kada galioja
1.2 teoremos reikalavimai.

1.3 teorema. Tarkime, kad ispildytos tokios salygos



20 1 SKYRIUS. MATEMATINIU MODELIU KOREKTISKUMAS

1. Operatorius A yra tiesinis;

2. Homogeniné lygtis
Av =0

turi tik trivialy sprendinj v = 0;
3. Kompaktiska aibé W yra iskila;
4. Bet kuri sfera Sr(ug) C U, uy € U:
Sr(up) ={ueU: py(u,up) =R}
yra grieztai iskila, t.y.:

pu(crug + coug,ug) < R, jei ¢ +ca =1, ¢1,c2 > 0.

Tada uzdavinio (1.3) apibendrintas sprendinys © € W, apibréztas kompakte
W, yra vienintelis ir tolydziai priklauso nuo pradiniy salygy u.

Irodymas. Kaip seka i$ apibendrintojo sprendinio apibrézimo
Av=u, ue€ AW.

Akivaizdu, kad u yra elemento u projekcija i aibe AW. Isitikinsime, kad
tokia projekcija yra vienintelé.

Pirmiausia parodysime, kad jei aibé W yra iskila, o operatorius A yra
tiesinis, tai Sio kompakto vaizdas, t.y. aibé AW, irgi yra iskila. Norédami
tai jrodyti imkime bet kuriuos du elementus uy,us € AW. Reikia patikrinti,
kad tada bet kuri tiesiné siy elementy kombinacija c1u;+cous, kai konstantos
c1,C2 yra neneigiamos cq, co > 0 bei normuotos

c1+c=1,

irgi priklauso aibei AW. IS elementy w1, us apibrézimo seka, kad egzistuoja
tokie vy, v € W, kad
A’Ul = Ui, A’L)2 = us.

Tada imkime elementa v = cjv1 + covs, jis priklauso kompaktui W, nes aibé
W yra igkila. Sj elementa tiesinis operatorius A atvaizduoja j aibées AW
elementa

A(c1v1 + cav2) = c1Avy + c2Avg = crug + coua,

taigi jrodéme, kad ciuy + coug € AW.
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Dabar tarkime priesingai, kad elemento v € U projekcija aibéje AW yra
nevienintelé ir turime dvi projekcijas 41, s € AW. Tada teisinga lygybé

pu (i1, u) = py(iz,u) = R.

Per taskus @, Gy galime sukonstruoti sfera Sg(u). Imkime nauja elementa
us = (41 +1u2)/2. Kadangi 41,1y € AW, o aibée AW yra iskila, tai ag € AW.
IS teoremos 4 salygos gauname, kad sfera Sg(u) yra grieztai iskila, todél

pu (3, u) < R.

Radome elementg i3 € AW, kuris yra ar¢iau elemento u, nei jo projekcijos
Ty, Uo. Sis priestaravimas jrodo, kad elemento u € U projekcija aibéje AW
yra vienintelé.

Isitikinsime, kad apibendrintas sprendinys © € W yra vienintelis. Tar-
kime, kad egzistuoja dar viena funkcija ©* € W, tokia kad A9* = 4. Tada
atéme abi lygybes ir pasinaudoje tuo, kad A yra tiesinis operatorius, gau-
name lygtj

Ab — A" = A0 —0") = 0.

IS 2 salygos seka, kad tada
v—0"=0, ty. 0=10".

Gautasis priestaravimas ir jrodo, kad negali egzistuoti keli apibendrintieji
sprendiniai. Dabar jau teoremos jrodymas uzbaigiamas taip pat, kaip ir
irodant 1.2 teorema. [

1.3 pavyzdys. Apibendrintojo sprendinio radimas Furjé me-
todu. Tegul U ir V yra Hilberto erdvés, t.y. jose apibrézta bet kuriy
dviejy elementy skaliariné sandauga. Pavyzdziui, erdvéje V' imkime
du elementus vi,vy € V, tada ju skaliarine sandauga ir atitinkama
norma zymeésime taip:

(v1,02), loa]l = (v1,01)".
Erdvéje V kompaktu W imsime rutulj, kurio spindulys lygus R:
W =Br:={veV: |v]| <R}

Spresime uzdavinj

Av=u, uwelU, velV. (1.7)
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Tarsime, kad A yra tiesinis visiSkai tolydus operatorius (t.y. atvaiz-
duoja aprézta aibe i reliatyviai kompaktiska), taciau atvirkstinis op-
eratorius A~! néra tolydus visoje erdvéje U, o elementas u gali ir
nepriklausyti rutulio B vaizdui ABg.

Apibréziame jungtinj operatoriy A*:
(Av,u) = (v, A*u), YueU veV.

Tada A* A yra savijungis, teigiamai apibréztas, visiSkai tolydus opera-
torius:

A*A: V = V.

Pazymeékime jo tikrines reikSmes
M > > o > > 0.

Remiantis Hilberto-Smidto teorema gauname, kad jas atitinkacios tik-
rinés funkcijos (vektoriai)

A*Apn = Anon

sudaro ortonormuoty funkcijy pilnaja sistema {¢, }. Taigi turime erd-
vés V baze. Tada elementg A*u € V galime iSreiksti eilute

o
Afu = Z Cn'Pn.
n=1

Apibendrintasis sprendinys aibéje Br minimizuoja kvadratinj funkcio-
nala
o (Av,u) = (Av — u, Av — ),

¢ia (u,w) yra dvieju aibés U elementy u, w € U skaliariné sandauga.

Pradzioje nagrinésime nesalyginio minimumo paieskos uzdavinj.
Tokio uzdavinio sprendinys tenkina Eulerio lygtj, kuria randame varia-
cinio skai¢iavimo metodu. Imkime bet kokia funkcijg w € V, skaiciy
¢ ir sudarykime kvadratinj funkcionala

J(v +ew) = (A(v+ ew) — u, A(v + ew) — u).

Minimumo taske §io funkcionalo pirmoji variacija turi buti lygi nuliui,
kai e = 0:
0J (v + ew)

Oe =0

e=0
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Atlike nesudétingus skaiciavimus ir pasinaudoje jungtinio operatoriaus
apibrézimu, gauname lygtj
oJ (v + ew
% . 2(Av — u, Aw) = 2(A" Av — A*u,w) = 0.
9 e=

Kadangi si lygybé galioja bet kokiems w € V, tai minimumo taske
teisinga lygtis

A*Av = A*u.
Istate i ja A*u skleidinj, randame formalig eilute, apibréziancia (1.7)
uzdavinio sprendinj visoje erdvéje V:

Tada tikriname, ar gautasis sprendinys priklauso rutuliui Br. Jei
taip, tai radome apibendrintajj (1.7) uzdavinio sprendinj. Pasinaudoje
tikriniy funkcijy ortonormuotumo savybe, gauname, kad v € Bp, jei

>

n=1

(1.8)

>,|:

3>:> | SQM

< R2.

Jeigu sprendinys (1.8) nepriklauso rutuliui Bg, t.y. [|v]| > R, tai
turime spresti salyginés minimizacijos uzdavinj

p%(AD,u) = inf (Av —u, Av — u),

vESR

Srp={v: (v,v) = R*}.

Pasinaudojome gerai zinomu faktu, kad elemento u € U projekcija j
iskila aibe ABr C U yra ant tos aibés konturo, t.y. sferoje Sr. La-
granzo daugikliy metodu salyginés minimizacijos uzdavinj suvedame j
funkcionalo

(Av — u, Av — u) + a(v,v)

nesalyginio minimumo radimo uzdavinj. Tada gauname Fulerio lygti:
A*Av + alv = A*u,

¢ia I pazyméjome vienetinj operatoriy [v = v. Jos sprendinj isreiskia-

me eilute
o
-3
- n
= A+ o
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Lagranzo daugiklj o randame i$ netiesinés lygties

i C% — R2
A\, +a)2

n=1

Dabar galime paaiskinti, kodél apibendrintasis sprendinys v yra
stabilesnis uz klasikinj sprendinj (1.8). Dideliems n, tikrinés reiksmes
An < 1 yra mazos, taigi klasikinio sprendinio Furjé eilutéje koefi-
cientus daliname i mazy skaiciy, taip smarkiai padidiname netiksliai
zinomy koeficienty ¢,, paklaidy poveikj galutiniam rezultatui. Apiben-
drintojo sprendinio skleidinyje prie kiekvieno nario vardiklio prideda-
me teigiama konstanta «a, todél skai¢iuodami koeficientus iSvengiame
dalybos is mazo vardiklio. Tokia pataisa nesmarkiai pakei¢ia pirmyjy
Furjé skleidinio nariy reikSmes, bet esminiai sumazina didelio numerio
tikriniy funkcijy (taip vadinamy auksty harmoniky) poveikj.

Kitose paskaitose parodysime, kaip variaciniu algoritmu veiksmin-
gai sprendziame daug nekorektisky uzdaviniy.



