NeapibréZztiniai integralai

Funkcijos f{x) pirmykste vadinama tokia funkcija F(x), kuriai teisinga lygybé F'(x) = f(x).

Jei F(x) yra funkcijos f{x) pirmyksté ir C — bet kuris realusis skaicius, tai F(x) + C irgi yra funkcijos
fx) pirmyksté funkcija. Funkcijos flx) neapibréztiniu integralu vadinama Sios funkcijos visy pirmyksciy
funkcijy aibé F(x) + C. Rasoma:

J.f(x)dsz(x)+C.

Pagrindinés neapibréitiniy integraly savybés
L ([ =(Fo o) = 100

2 ] )= (] o) ae= renar:

3. j df (x) = j F'(x)dx = j f()dx=F(x)+C;
4. j af (x)dx =a j F(x)dx;

5. [(fe+ g)ar= [ fde+ [ gdx;

6. Jei [ f(x)dv=F(x)+C iru=u), tai

j F)du = Fu)+C = F(u(x)) +C.

Pagrindiniy integraly lentelé

1. dexzc; 2. [ldv=[de=x+C;
. xa+1 dx
3. Ix dx = +C, az#-1; 4. j—=1n|x|+C;
a+1 X
X X . X _ ax .
5. je dr=e*+C; 6. jadx_lna+c,
7. jsinxdxz—cosx+C; 8. jcosxdxzsinerC;
dx .
9. Isinzx——ctgx—i—C 10. ICOS —tgx+C;
dx X T )
1. jsinx lntg2+C 12. jcosx lntg(5+zj+C,
13. IJ%zarcsinx+C; 14. Ix/i—arcsm +C;
dx . XA
15. jl+x2—arctgx+C, 16.ja2+x2—aarctga+C,

dx 1 a+x
17. j 5 =—In x+C;

dx 1 xX—a
18. =—7In +C;
sz—a2 2a |x+a
19. J’%Z X+szi(12 +C,
x" *a
2
20. .[ xziazdng x> ta’ i%lnx+\/x2ia2 +C;
2
21. I\/az—xzdx gVa —x? +——arcsin=+C.
a
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Integravimo metodai

1. Tiesioginio integravimo metodas.

2. Ikélimo uz diferencialo Zenklo metodas.
3. Kintamojo keitimo metodas.

4. Integravimo dalimis metodas.

Tiesioginio integravimo metodas
Sis metodas pagristas pagrindiniy integraly lentelés ir savybiy taikymu bei pointegralinés funkcijos
tapaciaisiais pertvarkiais.

Pavyzdziai

dx 1 x )
1) I9+x2 —Earctg§+C,

dx _ 2
2) Im—lnx+\/9+x

dx 1 |3+x|
3) '[9—)(2 6n|3—x|+C’

+C;

4) I(x+3x2)dx=§+x3+c;

2 2
x“+2 X +1)+1 dx
dx = dx = |dx+ =
J-x2+1 x* +1 J- '[x2+1
x+arctgx+C ;
) 2
sin” x l—cos” x
tg’xdx = dx = dx =
J- J-coszx J- cos’ x

jcoiix—jwztgx—x+c.

Tkélimo uZ diferencialo %enklo metodas

Sis metodas pagristas trijy jkélimo uZ diferencialo Zenklo taisykliy taikymu.

1 taisyklé. Prie funkcijos, esancios uz diferencialo zenklo, galima pridéti bet kuri skai¢iu: du(x) = d(u(x) +
a).

Il taisyklé. Norint funkcija, esancia uz diferencialo Zenklo, padauginti i§ kurio nors nelygaus nuliui
skaiciaus, reikia iS Sio skai¢iaus padalyti diferenciala (integrala):

du() =+ d(a-u(): [ F@)du(x) =" [ (o) dau().
a a

Il taisyklé (zr. antraja neapibréztiniy integraly savybg). Norint funkcija, esancia pries diferencialo
zenkla, nukelti uz diferencialo Zenklo, reikia ja suintegruoti: g(x)dx = dq g(x)dx).

Kintamojo keitimo metodas
Tarkime, kad reikia apskaiciuoti integrala j f(x)dx. Norédami gauti paprastesni integrala, keiciame

integravimo kintamaji pagal lygybe ¢ = u(x) arba x = ¢(¢). Tada
[ r0dx=[ f(p0)do() = [ flp)e' 0t = [ gt)dt=G(e) +C.

Integrale j g(u(x))du(x) paprasCiausia nauju kintamuoju pazyméti uz diferencialo zenklo esancia

funkcija: £ = u(x).

Pavyzdziai
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2
X

J-xdx —Idz _lJ-d(x2+1):

2l dxt+l 2Y X+l

l g=lln|t|+ C:lln(x2 +1)+ C;

20t 2 2

J.ehosx sinxdsz.ezcosxd(—COSX) = _lJ.eZCOSXd(zcosx) =
2

1 1 1
__J.efdtz__ef +(C = — —Zeosx +C:
2 2 5

J' dx :.[ dlnx _
xx/l—lnzx x/l—lnzx
arcsin (Inx) + C;

jcos(3x +5)dx =% j cos(3x + 5)d(3x +5) =

dt
.[ =arscint+C =
V172

lICOStdl‘:lSinl‘-i-C:lSin(3x+5)+C.
3 3 3

Integravimo dalimis metodas

Tai integraly apskaiCiavimas taikant integravimo dalimis formulg:
judv =uy— jvdu .

Sis metodas dazniausiai taikomas tada, kai reikia integruoti tokia dviejy funkcijy sandauga:
B, (x)- f(x),

¢ia P,(x) yra n-ojo laipsnio daugianaris (n > 0), o fix) — rodiklin¢, logaritming, trigonometrin¢ arba
atvirk$tiné trigonometriné funkcija. Funkcija v galima gauti keliant kurj nors dauginamaji P,(x) ar f(x)
uz diferencialo Zenklo. Kai yra galimybé kelti uz diferencialo Zenklo rodikling, trigonometring ir
laipsning funkcijas, galima laikytis $io nurodyto pirmumo.

Pavyzdziai
1
jlnxdx = x-Inx— [xd(Inx) = x-lnx—jx-—dx -
x
x-Inx—x+C;
jx-cosxdx:_[xdsinx = x-sinx—jsinxdx =
x-sinx+cosx+C.

Racionaliyjy funkcijy integravimas

Racionaliaja funkcija R(x) vadinamas daugianariy
P(x)=apx" +ax"" +.+a, x+a,
ir
0, (x)=byx" +bx"" +..+b, x+b,
£, (x)

tykis: R(x)=—"—.
santykis: R(x) 0. (x)

Racionaliosios funkcijos integruojamos keliais etapais:

atkreipiame démesi i skaitiklio ir vardiklio daugianariy laipsnius # ir m. Jei n > m, racionaliojoje
funkcijoje, kuri Siuo atveju vadinama netaisyklingaja, iSskiriame sveikaja dalj;

atkreipiame démesi i vardiklio daugianario Q,,(x) uzraSymo forma. Treciojo ar aukstesniojo laipsnio
daugianaris turi biiti iSreikStas tiesiniy ir kvadratiniy (su neigiamais diskriminantais) dauginamuyju
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sandauga. Jei m =2, vardiklyje galima iSskirti dvinario kvadrata ir gautaji dvinari pazyméti nauju
kintamuoju;

taisyklingaja racionaliajq funkcijq iSreiskiame paprasciausiyjy racionaliyjy funkcijy suma;
integruojame racionaliosios funkcijos R(x) sveikaja dalj ir papras¢iausias racionaligsias funkcijas.
1 pavyzdys. ApskaiCiuokime integrala I (dx 3 Matome, kad racionalioji funkcija yra taisyklingoji.
x(x +
Sia funkcija iSreik§ime dvieju papraséiausiyju racionaliyjy funkciju suma:
1 A B

x(x+3) X x+3

_ A(x+3)+Bx _ (A+B)x+34
x(x+3) x(x+3)

I§ tapatybés (A+B)x+3A4=1, gautos sulyginus trupmeny skaitiklius, rasime neapibréztuosius

koeficientus A ir B arba jrase i tapatybg vietoj x dvi reikSmes, arba sulyging vienody x laipsniy koeficientus.
1 .

Iras¢ x = 0, gauname A = 5 ; Iras¢ x = -3, gauname

B=- 3 Sulyging vienody x laipsniu koeficientus,
gauname sistema
A+B=0,
34=1.
I$ Sios sistemos irgi gauname: A = %, B=- % .
Tada
1 1
3 1 1
| dr [ 33 = Infy|——Injx+3+C =
x(x+3) x x+3 3 3
Tl > e,
3 |x+3

2
2 pavyzdys. ApskaiCiuokime integrala j ijlz dx . Pointegraling funkcija iSreikSime triju
(x+D(x"-9)
paprasciausiyjy racionaliyjy funkcijy suma ir jas suintegruosime.
X% +x+12 A B C
= + + .
(x+D)(x*-9) x+1 x-3 x+3

Neapibréztuosius koeficientus 4, B, C rasime iS tapatybés:

X +x+12= A(x=3)(x+3) + B(x +1)(x +3) + C(x + 1)(x = 3).

Turédami tapatybg, sulyginame vienodu x laipsniy koeficientus arba parenkame tris x reikSmes,
pavyzdziui,

x =0; x = 3; x =-3. Gauname: Az—%;le;Czi

Tada

j xX+x+12
(x +1)(x* = 9)

dx:_éjdx +Idx L3
29 x+1 x—3 29 x+3

—§1n|x+1| + Inx -3| + §1n|x+3|+ C.
2 2

5
3 pavyzdys. Apskai¢iuokime integrala J- T dx.

x* +4



Pastebime, kad pointegraliné funkcija yra netaisyklingoji. Todél joje reikéty isskirti sveikaja dalj,
padalijus kampu skaitiklj i§ vardiklio. Tada

I x dx—j(x3—4x+ 16x jdx—

x*+4 X2 +4

X4 2 1 2 x4 2 2

T oy +8j dx? == —2x% +8In(x* +4)+ C.
4 x*+4 4

4 pavyzdys. Apskai¢iuokime racionaliosios funkcijos

9x* —88x® +300x> —515x + 510
x> —13x* +65x° —171x? + 270x — 200

R(x)=

integrala, kai Zinome, kad vardiklis Q(x) turi tris nattiraligsias Saknis x; < x, < x;.
Sprendimas. 18 pradziy raskime vardiklio Saknis: x; = 2; x, = 4;
x3=>5. Tada, vardiklj padalij¢ i$ sandaugos
(x=x) (x=xp) (x—x3) = (x=2) - (x—4) - (x = 5) =
(x> —6x+8)-(x—5)=x> —11x* +38x—40,

gauname paskutini vardiklio dauginama;ji x?—2x+5.
Kai zinome vardiklio iSskaidyma dauginamaisiais, racionaliaja funkcija R(x) galime iSreiksti
paprasciausiyjy racionaliyjy funkeijy suma:
R(x)=A+B+C+Dx+E'
x-2 x-4 x-5 x>-2x+5

Apskai¢iuojame neapibréztuosius koeficientus:
A=4,B=3;C=1;D=1,E=2.
Tada

jR(x)dx:j( 4 3 1, x+2 jdx:

+ +
x—2 x-4 x-5 x*-2x+5

x+2

41n|x—2|+31n|x—4|+1n|x—5|+jm
x-1)"+

Paskutiniajame integrale keic¢iame kintamaji: ¢ =x — 1.
Tada x=t+1; dx=dz

t+3

I=4In|x -2/ +3In|x — 4|+ In|x — 5 dt.
n|x |+ n|x |+n|x |+~[t2+4t
Pazymékime
r+3
Il—jt2+4dt
Tada

t+3 1 2 3 t
[, =|——dt=—Inlt" +4)+—arctg—+ C =
: J‘z2+4 2 ( ) 2 85
lln(x2 —2x+5)+§arctgx—_l+ C.
2 2 2

Atsakymas.



I=41nx— 2+ 3njx — 4 + Infx - 5 + %m(x2 —2x+5)+

éarctng_1 +C.

5 pavyzdys. Gaukime rekurenciaja formulg integralui

1,,:]%, n=1,23,..
(a” +x7)"

apskaiciuoti (bet kuris integraly sekos narys apskaiciuojamas zinant pirmesnius sekos narius).

Sprendimas. Integrala 1, =J- integruokime dalimis:

(a2+x2)”
dx X 1
= = —_ xd =
" 'f(a2+x2)” (a® +x*)" -[ (a® +x*)"
X (x*+a*)—-a*
(a2+x2)n (a2+x2)n+l ’
arba
X 2
s=———+2n\l, —a -1, ).
(a2+x2)n ( +1)
IS ¢ia:

1 by
I, = +(2n-D-1,], n=123,..
" ona? ((a2 +x%)" ( ) J

Kaip zinome (Zr. Integraly lentelés 16 formulg),

dx 1 X
[, =|———=—arctg—+C.
: J'az+x2 ey

IS rekurenciosios formulés, kai » = 1, gauname:

1 X
[, =— +17, |.
2 2a’ (az+x2 lj

IS rekurenciosios formulés, kai » = 2, gauname:

1 b
I, = +37
’ 4q° [(ar2 +x2)2 2]

irt.t.

6 pavyzdys. Gaukime rekurenciaja formulg integralui

I =IL, n=1,23...
n (a* — x2)"

apskaiciuoti.

Sprendimas. Integrala 1, =J- integruokime dalimis:

(a2 _x2)n

2 2 2
I, =— +2nj(a2x2‘f ,
(a” —x7)" (a” —x7)"

arba

10
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IS ¢ia:

1 X
I, = +2n-1)-1,], n=12,3,..
" ona? ((a2 —x?)" ( ) j

Kaip zinome (Zr. Integraly lentelés 17 formulg),

dx 1
[,=|———=—1In
! Iaz—xz 2a

a+x
+C.,

a—Xx

IS rekurenciosios formulés, kai » = 1, gauname:

1 X
I, =F(m+ll)

IS rekurenciosios formulés, kai » = 2, gauname:

1 x
I, = +31
3 4q> [(az_xz)z ZJ

irt.t.

Iracionaliyjy reiSkiniy integravimas

Sio tipo integraluose dazniausiai taikomas kintamojo keitimo metodas.

Jei pointegralingje funkcijoje yra vien tik Saknys i§ x arba Saknys i tiesinés funkcijos ax + b, arba

. e .. ax+b L . .
Saknys i$ tiesiniy funkcijy dalmens , naujas kintamasis jvedamas taip:
cx +

. . ax+b
Vx=t, Vax+b=t, s =t,
cx+d

¢ia s — Sakny rodikliy maziausiasis bendrasis kartotinis.
Pakeite integravimo kintamaji, gauname racionaliosios funkcijos integrala.

Norédami apskaiciuoti integralus

J-\/ax2 +bx +cdx, J-(Ax+B)\/a)c2 + bx + cdx,

dx Ax+B
[—— ==
Vax® +bx+c Nax® +bx+c
1§ pradziy kvadratiniame trinaryje iSskiriame dvinario kvadratg ir ta dvinarj pazymime nauju kintamuoju.

dx
Kai reikia apskaiciuoti integrala j (n € N), integravimo kintamaji x kei¢iame
x—a) -Nax® +bx+c

o . 1
nauju kintamuoju ¢ pagal lygybg t = ——.

Kai pointegralinéje funkcijoje yra kvadratinés Saknys i§ kvadratiniy dvinariy, gali biti taikomi Sie
trigonometriniai keitiniai:

2 2 :
a“—x°, x=asint;
2 2 a
X —a, X=— s

sin ¢

11



5) Diferencialiniu binomu vadinamas reiskinys x'”-(a+bx")p, ¢ia m, n, p — racionalieji skaiciai,
pavyzdziui,

m, n, D>

Rusy mokslininkas P. Cebysovas (1821-1894) 1853 m. jrodé, kad diferencialinis binomas
suintegruojamas tik trimis atvejais:

a) p — sveikasis skaifius; $iuo atveju taikomas keitinys x =, ¢ia s — trupmeny m ir n bendrasis
vardiklis: s =[m,,n,];

m+1 o i " . . . "
b) — sveikasis skaiCius; $iuo atveju taikomas keitinys a +bx" =t">, &ia p, — trupmenos p
n
vardiklis;
m+1 o e . .- n_.p n
c) + p — sveikasis skaiCius; $iuo atveju taikomas keitinys a + bx" =¢"* - x

n

6) Kai pointegraliniame reiskinyje yra kvadratiné Saknis i§ kvadratinio trinario ax® +bx+c, galima
taikyti vadinamuosius Oilerio keitinius (L. Euler, 1707-1783):

a) Vax? +bx+c=t—\/g-x,kaia>0;
b) vax? +bx+c=xt—\/z,kaic>0;
¢) Vax? +bx + ¢=(x — x,)t, kai diskriminantas D > 0,

¢ia x; — viena trinario Saknis.
Pavyzdziai

1) Apskaiciuokime integrala J. =1.

&
(1+4x) -V

Pakeiskime integravimo kintamaji pagal lygybe: ¢ = ix.
Tada

=t*, dv=41ds;

:J- 4rdr 4f(t+1) 1

A+0® P (+1

el + 1)+ = 4l ~mftfx +1]) .

2) Apskai¢iuokime integrala j =1.

&
V3 +2x—x?
Kvadratiniame trinaryje i$skirkime dvinario kvadrata ir ta dvinari pazymékime nauju kintamuoju:
3+2x—x'=4—(x-1Y=4-+£.
Tada

1, =I e _ arcsin£+C = arcsinx—_l+C.
41 2 2

3) 213.

Apskaiciuokime integrala .[ dr
x-V5x% = 2x+1

12



Keitiniolygybés:tzl, x=-, dxz—izdt.
X

Kai x > 0, gauname:

-
e e R sy

z+\/22+4‘+C = —lnt—1+\/t2—2t+5‘+C =

—In

1 1 2 X
—In—-1+,——-——+5|+C =1n +C.
X x* X 1-x++/5x —2x+1

| 3
4) Apskai¢iuokime integrala I I+x dx =1,.
X

Laikydami pointegraling funkcija diferencialiniu binomu x™ -(a + bx")p , matome, kad ml

=0.
n
Todél taikomas keitinys 1+x* =¢. Tada 3x*dx = 2¢ dz;

[ 3.2
[4:J- 1+x3-x dx—2
X

2=+l
gf—z —dr

t—1

L
2 |t+1

=

2 2
_Id t—1_3 3

1

3_
ZV1+x® +=In e -1

Vi+x® +1

+C.

5) Apskai¢iuokime integrala .[ Lt

X

5.

Laikydami pointegraling funkcija diferencialiniu binomu x" ‘(a +bx" )p , matome, kad mt
n
0.

Todél taikomas keitinys 1+ x> =¢2x°>.
IS ¢ia gauname, kad

tp=

X —_—.
t* -1 (t* -1)°
Pointegralinj reiskinj pertvarkome taip:

Vi+x® Vt2x3

x3: 1 , 3 de _2tdt

2 ¢
dx = dx——dx———- dr.
x2- \/_ \/_ X3 3 121
Tada
2_
=2l 2
30 2 3 2 -1
—2(t+llnt—1j+C.
3 2 +

13



Liko grizti prie pradinio kintamojo x. I§ keitinio lygybés 1+ x* =¢*x’ gauname, kad ¢ =

Todél

Viex'
n x\/; +C =

V1+x®
xx

Vi+x® —x\/;

Vi+x® +x\/;

NI+ x3 +ll
wWx o2

2
15 :—E

+1

2 W1+ 1

_—J’__
3| xx 2

+C=

}C.

In

/ 3
_2| vl +ln‘\/1+x3 —Vx’
3 xx

Trigonometriniy reiSkiniy integravimas

Integruojant trigonometrinius reiSkinius, taikomi visi keturi integravimo metodai:

integravimo, ikélimo uz diferencialo Zenklo, kintamojo keitimo ir integravimo dalimis.
Pertvarkant pointegraling funkcija, gali baiti taikomos Sios trigonometrinés formulés:

. 5 sin cosa
sin“a+cos“a=1, tga= , ctga=— ;
cosa sin
1+tg’a = — 1+ctg’a = —
cos” a sin” @

sin? o =%(1—0052a), cos’ a =%(1+c052a);

. . . 2tga
sin2a =2sina cosa ngasz,
I+tg e

2 2 2 .
cos2a=cos“a—sin“a, cos2a=2cos"a—1;

1-tg’a
2

. 2t
cos2a =1-2sin’ &, cos2a = ; tg2a=L0;,
l+tg°a 1-tg"a
1

sina - cos ff = —(sin(a + ,b’)+ sin(a - ﬂ));

[\

cosoz-cosﬂzl cosla + B )+ cosla — B));
2

sing -sin ff = %(cos(a — p)—cos(a + f)).

Kintamojo keitimo metodas taikomas tokio tipo integraluose (R — racionalioji funkcija):

a) J-R(sinx)-cosxdx = J-R(sinx)dsinx, sinx = ¢;

b) J-R(cosx)‘sinxdx = —J-R(cosx)dcosx, cosx =t;

1

COS2 X

) j R(tgx)dx, j R(tgx)- dr = j R(tg x)d(tg x) ,

14

Vi+x®
x o

tiesioginio



J*asinx+bcosxdx’ j dx

. R . D)
csinx +dcosx asin? x + bsin xcos x + ccos’ x

tgx =1t
d) jR(ctgx)dx j R(etg ) ———dv =~ j Rocte x)d(ctg x),
ctgx =1t

X dx
e) | R tg— |dx, ,
)-[ (gZJ J’atsinerbcosx+c

X . L
tgz =t (universalusis keitinys).

Siuo atveju:

2
sinx = 2t2; cosx=1 tz; dx = 2dt2.
1+¢ 1+¢ 1+¢
Pavyzdziai
1) J-ctgxdx = J'Cf)sxdx = J'démx = ln|sinx| +C.
sin x sin x
1 +
%) .['2 dr = J-smx cosxdx:
sin” x-cosx sin” x-cosx
J’ dx +Icoixdx=lntg £+£ +Id5121x _
coSXx sin” x 2 4 sin” x

1
sin x

In +C.

3
8274

3) jsin 4x - cos3xdx =%j(sin 7x +sin x)dx =

1( -

1fzcos7x —cosx |+ C.

2 7

4) j(tg3 X+ 2tg x)dx = [. Pakei¢iame integravimo kintamaji, taikydami keitinj

dr.

x=arctg t, dx= >
1+1¢

2
I= jtt ++21tdt=j(t+ t2t+Jdt=%+%ln(t2 +1)+C=

2 2
tg—x+lln(tg2x+1)+C=tg—x+lln L )=
2 2 2 2 \cos®x

2

t 1 1
: x__ln(cosz x)+C= —thX—ln|cosx|+C,
2 2 )
: 1-cos2x 1—cos2x 1+ cos2

lJ.(l —c0s2x)- (l—cos2 2x)dx=é.|’(1—cos2x)-sin2 2xdx =
—j —c0s2x)-(1—cos4x)dx =

EJ.(I — c0s4x — 08 2x + cos4x - cos 2x )dx =

15

tg

X =1

Tada



x_g_MJF%I(cos&Hcost)de:

1 L sindx sin2x 1 (sin 6x sin ZxD
—| x- + +C
1

4 2 2

_ : : i
ﬁ(le—3sin4x—6sin2x+sin6x+3sin2x)+C:

é(le —3sin4x —3sin 2x + sin 6x)+ C.

16



