Dyvilypiai ir kreiviniai integralai
10. Apibrézimas ir savybés

Siame skyrelyje nagrin¢jami keliu, kintamuju, funkciju, integralai. Tokie integralai
vadinasi daugialypiai integralai. Geometrijoje jie naudojami plotu, turiu, pavirSiu,
plotu, skai¢iavimui, mechanikoje — ploks¢iu, figuru, ir kunu, masés, inercijos mo-
mentu, svorio centro skaiCiavimui. Daugialypiai integralai taikomi daug placiau nei
apibréZtiniai integralai.

Paprasciausias i§ daugialypiu, yra dvilypis integralas. Taigi, nagrinéjame tolyding
dvieju kintamuju, funkcija z = f(x, y), apibrézta plokStumos x Oy srityje D. Sritis
D yrauzdara, t. y. apribota uZdara kreive L, kuri irgi priklauso sri€iai D.

Apibrézimas 10.1. Cilindroidu vadinamas kunas, kuri_i§ apacios riboja plokstu-
mos x Qy sritis D, i§ virSaus — pavirSius z = f(x,y) >0, o i§ Sonu, — cilindrinis

pavirsius su sudaromosiomis lygiagreCiomis Oz aSiai (Zr. 1 pav.).

Pirmiausia sriti, D suskaidome bet kokiu budu i n mazu daliu. Ir pacias dalis, ir ju,
plotelius Zymésime vienodai

AS1, Asy, ..., Asy.
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Kiekvienoje i§ ju, parenkame po taSka P;, 1 <i < n, ir suskai¢iuojame funkcijos
reikSmes

F (P, f(P2), ..., f(Py).

Suma

Vo= f(PDAsI+ [(P)Asy +...+ f(P)Asy =Y f(P)As;
i=1

vadinama funkcijos z = f(x, y) integraline suma srityje D.

Jeigu f(x,y) >0, tai kiekviena sumos démeni, galima interpretuoti kaip mazo
cilindro turi, kurio pagrindo plotas As;, o aukstis f(P;). Tada V, reiSkia visu n
cilindru, turiu suma, kuri aproksimuoja cilindroido turi, (Zr. 2 pav.).

Tegu padalijimu, skaicius n didéja, o ploteliai As; mazéja taip, kad max As; — 0,
n — oo. Tada egzistuoja riba lim,_, » V;;, nepriklausanti nei nuo srities D padali-
jimo, nei nuo tasSku, P; parinkimo (Sis faktas irodinéjamas platesniame aukstosios
matematikos kurse). Ji vadinama funkcijos z = f(x, y) dvilypiu integralu srityje D
ir zymima [f, f(x,y)dxdy arba ([, f(x,y)ds,t.y.,

n
// f(x,y)ds= lim V, = lim Zf(P,-)As,-.
D n—oo n—oo i

Jeigu f(x, y) > 0, tai smulkinant padalijima, V), tiksliau aproksimuoja kuno turi, ir

V = lim V,,:// f(x,y)ds.
n— o0 D
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Toliau suformuluosime kelias teoremas apie dvilypi, integrala,

Teorema 10.1. Dvieju,_funkciju, sumos dvilypis integralas srityje D yra lygus dvi-
lypiu intergalu sumai srityje D, t.y.,

// (f(x,y)+g(x,y))dS=f/ f(x,y)ds+// glx,y)ds.
D D D

Teorema 10.2. Pastovu daugikli.c, c = const, galima iskelti prie§ dvilypio integralo
Zenkla, t.y.,

// cf(x,y)ds:c// fx,y)ds.
D D

Siu, abieju, teiginiu, irodymas lygiai toks pat, kaip ir atitinkamu, teiginiu, irodymas
apibréztiniam integralui.

Teorema 10.3. Jeigu sritis D suskaidyta i dvi sritis D1 ir D>, neturincias bendru,
vidiniu tasku, D = D1 U D3, tai

// f(x,y)ds:// f(x,y)ds+// f(x,y)ds. (10.1)
D D, D,

Irodymas. Integraling suma, srityje D galima sugrupuoti i dvi dalis. Pirmoji dalis
turi démenis su ploteliais As;, priklausanciais D1, antroji dalis turi démenis su As;
i8 srities Dy,

D S(P)Asi =) f(P)Asi+ ) f(P)Asi. (10.2)
D

D, Dy

Kadangi dvilypis integralas nepriklauso nuo srities D suskaidymo, tai skaidykime
taip, kad bendras konturas kartu butu ploteliu, As; konturu (Zr. 3 pav.). Skai¢iuodami
riba, kai n — oo ir maxs; — 0, kiekvienam démeniui atskirai, i§ (10.2) gauname
(10.1). O

Teorema 104. Tegu funkcijos f(x,y) didZiausia ir maZiausia reik§més srityje D
yra atitinkamai M ir m, 0 S — srities plotas. Tada

ms < // f(x,y)ds < MS. (10.3)
D



Irodymas. Pirmiausia iyvertinkime integraling suma, Kadangi m < f(x,y) < M ir
> Asi =S, tai

mY Asi< Y f(P)Asi <MY As;,
mS< Y f(P)As; <MS.

Integraliniu sumu, seka yra aprézta i§ virSaus ir i§ apacios. Todél peréjus prie ribos,
kai n — oo ir max As; — 0, gauname (10.3). O

Teorema 10.5. Jeigu funkcija f(x,y) yra tolydiné srityje D, kurios plotas S, tai
srityje D egzistuoja taskas Py = Py(xo, yo) toks, kad

//Df(x,y)ds=f(Po)-S, Py e D.

Irodymas. IS nelygybiu, (10.3) gauname

mil/f flx,y)ds <M.
SJJp

Taigi, skaicius & [f,, f(x, y)ds patenka i, intervala, [m, M]. I§ funkcijos tolydumo
uzdaroje srityje seka, kad funkcijos reik§més uZpildo visa intervala [m, M]. Todél
srityje D egzistuoja taskas Py toks, kad

1
Fry=+ / f £, y)ds
D

arba

//D fx,y)ds = f(P)S. U



11. Dvilypio integralo skaiciavimas
Tegu cilindroido pagrindas yra staciakampis, D = [a, b] X [c, d],0 i§ virSaus ji riboja
pavirsius z = f(x, y).

Kertame kuna plokStuma x = xg (xo € [a, b] ir fiksuotas), lygiagrecia koordinaciu,
plokStumai y Oz. Pjuvyje gauname kreiving trapecija, kuri i§ virSaus apribota vieno
kintamojo funkcija f(xo, y),c <y <d (Zr. 4 pav.). Jos plotas iSreiSkiamas apibréz-
tiniu integralu

d
A(xg) = / f(xo,y)dy.
C
Kadangi xo yra bet kuris intervalo [a, b] taskas, tai
d
A(x)=/ fx,y)dy, a<x=<bh. (11.1)
c

Apibréztiniu integralu, Zinant skerspjuvio plota A(x), galima skaiciuoti kuno turi,
pagal formule

b
V=/ A(x)dx. (11.2)

Pav. 4.



Istacius (11.1), gauname

b d b d
V=//Df(x,y)dS=/ (/ f(x,y)dy>dX=/ dX/ fx,y)dy.

(11.3)

Skliaustai nurodo veiksmu, atlikimo tvarka, Taip gaunami du vienas po kito einan-
tys (arba vienas kitame esantys) apibréZtiniai integralai. Kiekvienas i§ ju, _skai¢iuo-
jamas pagal jau i8déstytas taisykles. Skliausteliuose esantis integralas vadinamas vi-
diniu ir skai¢iuojamas pirmiau, likes — vadinamas i$oriniu ir skai¢iuojamas paskiau.

Taigi, vidiniame integrale y kinta, x yra pastovus. Gauta funkcija dar karta_jau
iSoriniame integrale integruojama pagal x intervale [a, b]. Tokia operacija vadinama
kartotiniu integravimu, o reiSkinys — kartotiniu integralu.

Cilindroida, galima i§ pradziu, kirsti plokStumomis y = yp, yo € [c, d], lygia-
greCiomis x Oz plokStumai. Skerspjuvyje gaunama trapecija, kurios plotas skaic¢iuo-
jamas apibréZtiniu integralu

b
B(y>=/ Fleyydr, c<y<d.

Tada visas turis, o tuo paciu ir dvilypis integralas yra

d b d b
V=//Df(x,y)ds=/ (/ f(x,y)dX>dy=/ dy/ Sfx,y)dx.

(11.4)

Sugretinus (11.3) ir (11.4) gaunama formulé dvilypiam integralui skaiiuoti stacia-
kampeés srities D atveju:

b d d b
//Df(x,y)ds=/ dx/ f(x,y)dy:/ dy/ f(x,y)dx. (11.5)

Akivaizdu, kad integravimo tvarka nesvarbi: vidiniu kintamuoju gali buti bet kuris
i§ dvieju funkcijos f(x, y) argumentu, iSoriniu — taip pat.

Pavyzdys 11.1. Suskai¢iuoti dvilypi, funkcijos f(x,y) = 4x> 4+ 6xy? integrala, I
staciakampéje srityje D =[1, 3] x [-2, 1].

Sprendimas 11.1. Sritis pavaizduota 5 pav.
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Jeigu iSoriniu kintamuoju pasirinksime x, tai

3 1 3 1
I :/ (/ (4x3+6xy2)dy>dx:/ dx/ (4x? + 6xy?) dy

1 -2 1 -2

3 3

1
_ /1 (4y +20%)|'_ ,dy = /1 (4 +20) — (8 — 161)) dx

3
I

3
=/ (12x° 4 18x) dx = (3x* + 9x%) |; = 312.
1

Sukeitus integravimo tvarka, iSoriniu kintamuoju laikysime y. Gauname

1 3 1 3
I = / </ (4x3—|—6xy2) dx) dy=f dy/ (4x3+6xy2) dx
_2 1 -2 1

1

1
_ / NG 132?)_ dy = / ((1+275%) = (14357 dy

1
_ [2 (80 +24y) dy = (80y + 8y°)|L, = 312.

Pavyzdys 11.2. SuskaiCiuoti dvilypi, integrala, I = [/ pCosxcosydxdy. Integravi-
mo sritis D pavaizduota 6 pav.

Sprendimas 11.2.

w 7
I = // cosxcosydxdy:/ dx/ cosxcosydy
D 0 0



Pav. 7.

™ 3
/ cosxdxf cosydy
0 0

s
sinx | -siny|)2_=0 =0-1=0.

Pavyzdys 11.3. Suskaiciuoti funkcijos f(x, y) =e” 4 sin x dvilypi,integrala srityje
D (Zr.7 pav.).

Sprendimas 11.3.

1 5
I = // (e~y+sinx)dxdy=f dy/ (e¥ +sinx)dx
D 0 0
1 x g
=/ dy(xey—cosx)|j_0=/ (—e-"+1>dy
0 - 0o \2
- 1
— — 'y
(5+)

Tegu integravimo sritis D yra apribota tiesémis, lygiagreCiomis Oy aSiai — x =a,
x =b — ir dvieju funkciju y = yj(x) ir y = y2(x) grafikais.

Kaip ir anksciau, kuna pjausime plokStuma x = x¢. Tada funkcijos f(xg, y) antra-
sis argumentas kinta nuo yj (xop) iki y2(xo) (Zr. 8 pav.). Taip pjuvyje gaunama kreiviné
trapecija, i$ virSaus ribojama

Te—1)+1
= —(€ — .
0 2

f(x0,y),  yi(xo) <y < y2(xp).
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Jos plotas yra A(xg) = yyl 2(;):)0)) f(x0y)dy.Imdami bet kuri,_xo, xo € [a, b], ir panau-

doje formule turiui skaiCiuoti, gauname

b y2(x)
v =// f(x,y>ds=/ (/ f(x,y)dy)dx
D a y1(x)

b y2(x)
:/ dx/ f(x,y)dy.
a y1(x)

Tegu integravimo sritis D yra apribota tiesémis, lygiagre¢iomis Ox aSiai — y = c,
y =d — ir dvieju funkciju x = x1(y), x = x2(y) grafikais (Zr. 9 pav.).
Tada analogiSkai gauname

d x2(y)
V=// f(x,y)ds:/ (/ f(x,y)dx)dy
D c x1(y)

d x2(y)
:/ dy/ fx,y)dx.
c x1()

Pavyzdys 11.4. Suskaiciuoti dvilypi, integrala,

/f xyzds
D

srityje, apribotoje kreivemis y = /X ir y = x> (pirmas ketvirtis).
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Sprendimas 11.4. Pirmiausia yra braiZzoma integravimo sritis D. Tada galima
pasirinkti integravimo tvarka, t. y., kuri _kintamaji,laikyti vidiniu, o kuri, iSoriniu. Si,
pavyzdi suskaic¢iuosime abiem budais.

Suprojektuojame sriti_ D i Ox aSi (Zr. 10 pav.). Gautas intervalas [0, 1] yra iSorinio
kintamojo x kitimo ribos. Taigi,

// fx,y)ds —/ dx/ xyzdy / dx( 3)
3 y=x3
=f —x%—lxlo dxzi—i=i.
o \3 3 21 33 77

Dabar sukeisime kintamuosius x ir y vaidmenimis. Tos pacios sriti, D ribojancios
kreivés apraomos lygtimis x = y? ir x = y% . Projektuodami i, Oy aSi, gauname y €
[0, 1] (Zr. 11 pav.). Tai iSorinio kintamojo kitimo ribos. Vidiniu kintamuoju lieka x.
Taigi, gauname

1 y3 1 1
// f(X,)’)dS =f dy xyde=/ dy<_x2y2>
D 0 y?2 0 2 x=y
Y71 s 1 6 3 1 5
= —y3— S )y = - — =
/0 (2y 2y> V=R T T

Pavyzdys 11.5. Suintegruoti [/, (6x + 2y?)ds, kai sritis D ribojama parabole x =
y2 ir tiese x 4+ y = 2.

Jx

y1/3

2
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Pav. 12. Pav. 13.

Sprendimas 11.5. IS tikruju, dvilypi integrala kei¢iant kartotiniu integravimo tvarka
nesvarbi. Norint sriti_ D suprojektuoti i koordinaciu, aSis, reikia rasti kreiviu, susikir-
timo taskus. Todél sprendziame sistema,

x=y2,

x+y=2.
Kreivés kertasi dviejuose taSkuose (1, 1) ir (4, —2). Projektuojant i, Ox aSi, gaunami
du intervalai [0, 1] ir [1, 4]. Taip yra todél, kad i virSaus sriti ribojanti kreive taske

(1, 1) keitia analizing iSraiSka, VirSutiné kreivé yra y = 4/x intervale x € [0, 1] ir
y =2 — x intervale x € [1, 4]. Dvilypis integralas kei¢iamas dviem kartotiniais

1 Jx 4 2—x
// f(x,y>ds=/ dxf f(x,y>dy+f dx/ £, y)dy.
D 0 —Vx | —JF

IS kitos puses, projektuojant sriti, D i, Oy aSi, gaunamas tik vienas intervalas
y € [-2, 1] ir tik vienas kartotinis integralas (Zr. 13 pav.). Todél Sis pasirinkimas
reikalauja maZziau skaiCiavimu,ir yra patogesnis. Skaic¢iuojame

1 2—y
// (6x+2y2)ds:/ dyf (6x +2y?) dx
D -2 y2
1
:/ dy(3x2+2xy2)|i;‘iz
-2 b

1
- /_ (@3 +20 =y =30 2" dy
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Pav. 14.

1
= f (12— 12y + 7y* — 2y* — 5y%) dy
-2

7, 1
= <12y —6y?+ 2y = oyt - y5)

! 99

y==2

Sis pavyzdys rodo, kaip integravimo tvarkos pasirinkimas kartotiniame integrale
priklauso nuo srities D formos. Tik nubraiZius bréZini, paaiskéja, kuris kelias pato-
gesnis ir trumpesnis. Todél (kartojame!) bréZinys yra butinas.

Kitas pavyzdys rodo, kad integravimo tvarkos pasirinkimas priklauso nuo integ-
ruojamos funkcijos z = f(x, y).

Pavyzdys 11.6. Suskaiciuoti

/f yex3 dxdy
D

trikampéje srityje D, ribojamoje tiesemis y =0 (Ox aSis), x = 1 (tiesé lygiagreti
Oy aSiai) ir y = 2x (Zr. 14 pav.).

Sprendimas 11.6. Vidiniu kintamuoju negali buti x, nes [e* dx nesuintegruoja-
mas baigtiniu pavidalu elementariomis funkcijomis. Todél pasirinkimo nebelieka.
Sriti, D projektuojame i, Ox asi, Tai reiSkia, kad x tampa iSoriniu kintamuoju,o0 y —
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vidiniu. Gauname

1 2 1
1
// yex3ds =/ dx/ yex3dy=/ dx(—yzex3>
D 0 0 0 2 y=

12. Ploty ir turiy skaic¢iavimas dvilypiu integralu

Dvilypis integralas apibréZiamas kaip tam tikru integraliniu sumu, V,, sekos riba. Nei
su kunu, nei su jo turiu apibréZimas nesusijes. IS kitos pusés dalinés sumos turi aiSkia,
geometring interpretacija, Tai cilindroido turio aproksimacija mazais “laiptuotais”
cilindrais. Kai n — 00, tai lim;,—, o V;,, = V. Taip gaunama cilindroido turio formulé

V=// fx,y)ds.
D

Nagrinéjame cilindroida, apribota, i§ virSaus pavirSiumi z = f(x, y) > 0, ir su pa-
grindu D plokStumoje x Oy (Zr. 15 pav.). Tada

V=// f(x,y)ds. (12.1)
D

Nagrinéjame kuna, kuri_ i§ apacios riboja pavirSius z = z1(x, y), i§ virSaus kitas
pavirSius z = z2(x, y), o sritis D — ju, abieju bendra projekcija plokStumoje x Oy
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7z z=0,(zy)
—

Pav. 16.

(zr. 16 pav.). Toki kuna galima isreiksti dviem cilindroidais, o jo turi, — dvieju,cilind-
roidu, turiu skirtumu, t. y.,

v=// z2<x,y)ds—// Zl(x,y)dS=// (22(x, ) — 21 (x, ) ds.
D D D

(12.2)

Si formulé kuno turiui skai¢iuoti teisinga ir tada, kai funkcijos zj (x, y) ir z2(x, y)
yra bet kokio Zenklo, taCiau tenkina nelygybe

2(x,y) = z1(x, ).

Jeigu srityje D funkcija z = f(x, y) kei€ia Zenkla, tai sriti dalijame i dvi dalis,
D =D;UD;. Tegu f(x,y)>0,kai (x,y) € Dy,ir f(x,y) <0, kai (x,y) € Ds.
Tuo paciu kunas padalinamas i dvi dalis. Kiekvienai i$ ju, turiui skaiciuoti taikoma
formulé (12.1). Primename, kad x Oy plok§tuma aprasoma lygtimi z = 0. Vienu
atveju plokStuma x Oy yra apatinis pavir$ius, kitu atveju — virSutinis pavirsius.

Kai f(x,y) =1 visoje srityje D, tai cilindroidas virsta cilindru (nebutinai suki-
mosi cilindru), o cilindroido turis skaitine reik§me sutampa su srities D plotu S, t.y.,

=

Sia formule galima gauti betarpiskai i3 integraliniu sumu, nes

Va=Y f(P)Asi=) 1-Asi=) As;=S.
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Pavyzdys 12.1. Dvilypiu integralu suskaiCiuoti srities D C x Oy plota, kai sritis ri-
bojama parabole y = x> — 2x ir pirmo ketvir&io pusiaukampine y = x (7r. 17 pav.).

Sprendimas 12.1. Kreiviu, susikirtimo taskai ieSkomi sprendZiant sistema,

y=x%—2x,
y=ux.

Todél srities projekcija Ox aSyje yra intervalas [0, 3]. Tai iSorinio kintamojo x kitimo
ribos. Vidinis kintamasis yra y. Jis kinta nuo parabolés iki tiesés. Gauname

3 X 3
S://lds:/ dx/ dy:/ v dx
D 0 y=x2-2x 0 y=x?-2x
3

3
:/ (3x—x2)dx:<§x2—lx3) _2
0 2 3

Pavyzdys 12.2. Rasti turi kuno, esancio tarp plokStumu, x Oy ir z = x (lygiagreti
Oy agiai) ir apriboto i§ Sonu cilindru x2 4+ y =4 (7r. 18 pav.).

0 2

Sprendimas 12.2. Kuno pagrindas (projekcija) plok§tumoje x Oy yra pusé skritulio.
Dél kuno simetrijos skaiCiuosime puse turio: V = 2 V.. Integravimui pasirenkame
skritulio dali_ D1, esanCia pirmame ketvirtyje (Zr. 19 pav.):

2 Ja=y?
V=// z(x,y)ds:Z// z(x,y)ds:Z/ dy/ xdx
D D, 0 0

(3.3)

0,0

Pav. 17. Pav. 18.
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Pavyzdys 12.3. Rasti turi kuno, esancio tarp dvieju, plok§tumu z =6 ir z =2y ir i§
Sonu, apriboto dviem paraboliniais cilindrais y = x? ir y = 2 — x? (7r. 20 pav.).

x=0

Sprendimas 12.3. Kuno projekcija D yra plok§tumoje x Oy ir yra ribojama para-
bolémis y = x? ir y = 2 — x? (r. 21 pav.). ISoriniu kintamuoju pasirenkame x,
prieSingu atveju reikétu,_dvieju, kartotiniu, integralu,. ISnaudojame kuno simetrija, ir
gauname

1 2—x2
v=//D(zz(x,w—Z1(x,y))ds=/ldx/2 (6—2y)dy

Y 2
x (1,1,00 ¥y=2-x

Pav. 19. Pav. 20.
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y
y=2-x2
L1 (1,1)
, o
[ AN
Pav. 21.

1 2—x2 1 2 2—x2
:2[ dx/ (6—2y)dy=2f (6y—y)|y=x2dx
0 x2 0

> /O (62— 27) = 2= ¥ — (65> — x%))
2/01 (8 —8x%)dx = 16<x— %ﬁ) gL

13. Dvilypis integralas polinése koordinatése

0 3

Nagrinékime polinéje koordinaciu, sistemoje (r, €) plokStumos tasku, sriti, D, apribota,
dviem spinduliais 6 = «, 0 = B ir kreivémis r = f1(0), r = f2(6). Tegu sritis yra
taisyklinga, t. y., bet kuris spindulys, iSeinantis i§ poliaus P ir einantis per vidi-
ni_srities taska, kerta srities kontura ne daugiau kaip dviejuose taSkuose. PrieSingu
ateju sriti, butu, galima padalinti i kelias taisyklingas sritis. Todél §is reikalavimas
nesiaurina bendrumo.

Tarkime, kad srityje D apibréZta tolydiné funkcija z = F(r, 0). Kaip ir staCiakam-
piu koordinaciu, atveju, dvilypio integralo apibréZimui atliekami standartiniai veiks-
mai.

Pirma, sritis bet kokiu budu skaidoma i n mazu, daliu,

As1, Asp, ..., Asy.

Antra, jose laisvai parenkami taskai P; = P;(r;, 0;) ir suskai¢iuojamos funkcijos
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reikSmés F(P;),i = 1...n. TreCia, sudaroma integraliné suma

n
Vo= F(P)Ast.
k=1

I8 dvilypio integralo egzistavimo teoremos seka, kad integraliné suma turi riba, kai
n — oo ir max As;y — 0, nepriklausancia, nei nuo suskaidymo, nei nuo tasku, P;
parinkimo. Si riba yra funkcijos F(r, 0) dvilypis integralas srityje D, t.y.,

V =limV, = limZ F(P)Asy = // F(r,0)ds.
D

Toliau nagrinésime dvilypio integralo skai¢iavima, polinése koordinatése. IS
pradZiu imame taip vadinama polini statiakampi, t. y., sriti, D apraSyta nelygybémis
(Zr. 22 pav.)

a<r<b, a=<6<8.

Viena, i §iu kraStiniu, santykinai galime vadinti ilgiu, kita, — plociu. Kai 0 < a < b,
o =0, B =2, polinis stac¢iakampis virsta Ziedu su vidiniu spinduliu a, o iSoriniu b.

Primename, kad skritulio iSpjovos su spinduliu 7 ir centriniu kampu 6 plotas gau-
namas pagal formule

Pav. 22.
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Naudodami §ia formule, gauname srities D plota,
1.5 1, 1 *
S = Eb B—-—a)— Ea B—a)= §(b+a)(b—a)(ﬂ—(x)=r ArAG,

ClaAr=b—a, A0 =8—«a,0r*= %(a + b) yra polinio sta¢iakampio vidutinis
spindulys.

Kadangi dvilypis integralas nepriklauso nuo srities padalijimo, tai dalinkime sriti,
ilygias dalis koncentriSkais apskritimais

1
a=ro<ri<rn<---<rp=b, Ar=Ari=ri—ri-1=—(0b-—a),
m
ir spinduliais
1
a=0)<b0) <--- <O =8, A9=A95=9,'—95_1=%(ﬂ—(x).
I8 viso gauname m - k = n vienodu, poliniu, statiakampiu, As;, kuriu, plotai yra
Asi=rArA0, i=1,...,n.
Todél integraliné suma yra
n n n
V= Z F(P)- Asj = Z F(rf, 07 rf ArAQ = Z G(r},0F)ArAG,
i=1 i=1 i=1
CiaG(r,0) =F(r,0)r.

Paskutinioji suma yra funkcijos G(r, 0) integraliné suma. Todél, kai n — oo ir
max As; — 0, ji virsta dvilypiu integralu

B b B b
// F(r,@)ds:/ (/ F(r,0)rdr)d0=/ d0/ F(r,0)rdr.
D o a o a

Einant nuo sta¢iakampiu, prie poliniu, koordinaciu, butu,_galima daryti formalu, kin-
tamuju,_pakeitima,

x=rcosf, y=rsinf, ds=rdrdo.

suréziaisa <r <b,a <0 < f.Cia “mazo” staciakampio ds plotas gaunamas kaip
ilgio ir plocio sandauga

// f(x,y)ds:// f(rcosO,rsin@)rdrdb. (13.1)
D D
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Integruoti polinése koordinatése ypac patogu, kai integravimo sritis yra skritulys
arba jo dalis arba kai pointegraliné funkcija priklauso nuo x> + y2.

Pavyzdys 13.1. Kunas i§ apacios yra apribotas x Oy plokStuma, o i§ virSaus — suki-
mosi paraboloidu z = 25 — x? — y2. Rasti kuno turi,

Sprendimas 13.1. Kuno projekcija x Oy plok$tumoje yra skritulys x2 + y? = 25.

Dél kuno simetrijos, galima skaiCiuoti ketvirtadali turio ir gauta rezultata _dauginti
i§ 4. Taigi:

5 V/25—x2
veavi=a [[ s oyas=a [Cax [T @s-at - y)ay.
D 0 0

Vidini, integrala pagal y nesunku suintegruoti. Sustate réZius, susiduriame su ira-
cionaliu, funkciju integralais

/25—x2dx, /xz 25 — x2dx, /(25—x2)%dx.

Jiems suintegruoti reikia gana sudétingu trigonometriniu, pakeitimu, (Zr. ?? skyriu).
Peréjus prie poliniu koordinaciu, integravimo sritis uZraSoma paprasciau. Pirmas
skritulio ketvirtis (Zr. 23 pav.) apraSomas nelygybémis

0<r<5 ir 0<0<

oS

<

Pav. 23.
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Cia abieju, kintamuju, kitimo ribos yra pastovus dydZiai (o ne funkcijos), todél yra
patogi bet kuri integravimo tvarka.
Pointegraliné funkcija supaprastéja, nes

X2+ y2 =(r 0050)2 + (r sin9)2 =r2.

Pagaliau gauname

7 5 3 25 1,7
V=4/1de/(%—w%mh=4/‘der—ﬂ_—#]
0 0 0 2 4 o

_ 4 625 = _ 6257
- 4 2 27

Bendru atveju taisyklinga sritis polinése koordinatése apraSoma nelygybémis
rn@=r=nr@) ir a<f<p.

Todeél dvilypis integralas paverCiamas kartotiniu

B r2(0)
// F(r,G)ds:/ d@/ F(r,0)rdr.
D a ri(6)

Pirmiausia integruojama pagal r, jis kinta spindulio didéjimo kryptimi nuo vidinio
konturo grafiko r = r{ (@) (ziurint i§ poliaus) iki iSorinio, t. y., ¥ = r2(9).

ISorinis kintamasis yra kampas 6. Jis apeinamas teigiama kryptimi, t. y. prie$
laikrodZio rodykle.

Kai f(x,y) =1 visoje srityje D, tai analogi$kai staCiakampéms koordinatéms
gauname formulg plotui skaiCiuoti

S=// rdrdo.
D

Pavyzdys 13.2. Kunas i§ apaios yra apribotas sukimosi paraboloidu z; = x2 + y?
($akos aukstyn), o i§ virSaus — sukimosi paraboloidu z = 8 — x> — y? (3akos Ze-
myn). Rasti kuno turi,.

Sprendimas 13.2. Abudu pavirSiai kertasi kreive, kuri randama sprendZiant sistema,

z=x2+y?
7=8—x?—y>
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ISeliminavus kintamaji z, gaunamas apskritimas x2 + y% = 4, su centru (0, 0) ir spin-
duliu 2. Todél kuno projekcija horizontalioje x Oy plokStumoje, o tuo paciu ir integ-
ravimo sritis D, yra skritulys x% + y* < 4.

V = // (Zz—zﬂds:// (8 —r* —r?)ds
D D
2 2
=// (8—2r2)rdrd0=/ d@/ (8r —2r)dr
D 0 0
1 r=2
=27 (4r2— §r4)

14. Cilindrinés ir sferinés koordinateés

= 167.
r=0

Staciakampés koordinatés yra vienas i§ keliu budu, taskams, kreivéms, pavirSiams
apra$yti. Siame skyrelyje ketiname supazindinti su dviem koordinagiu, sistemomis
trimatéje erdvéje — cilindrinémis ir sferinémis koordinatémis. Kiekviena i$ ju, yra
savotiSkas poliniu koordinaciu plokS§tumoje apibendrinimas.

Primename, kad rySys tarp tasko P staCiakampiu, koordinaciu, (x, y) ir poliniu,
(r, 0) plokStumoje yra iSreiSkiamas lygybémis (Zr. pav. 24)

x=rcosf, y=rsinf (14.1)
ir
P2=x24y2 tanf=2, kaix 0. (14.2)
X
y
L —————aP
|
{
7
0 !
1
X

Pav. 24.



23

14.1. Cilindrineés koordinatés

Tasko P cilindrinés koordinatés (r, 6, z) erdvéje yra naturalus poliniu, ir stacia-
kampiu, koordina&iu, “hibridas™ (7r. pav. 25). Cia tasko P projekcijos Q padétis yra
apraSoma dviem polinémis, o jo atstumas iki horizontalios x Oy plokStumos yra z.
Taip gaunamos tasko P cilindrinés koordinatés (r, 6, z). Ju rySys su sta¢iakampémis
seka i§ (14.1) ir (14.2) prijungus prie ju tapatybe z = z. Taigi,

x=rcosf, y=rsinf, z=z, (14.3)
ir

P2=xl4y?, anb=2, z=qz (14.4)
X

Keli statiakampiu, ir poliniu koordinaciu, atitinkamybés pavyzdZiai parodyti lentele-
je 1.

Naudojant cilindrines koordinates, kai kurie pavirsiai erdvéje apraSomi labai pa-
prastomis lygtimis. Pvz., lygtis r = ¢ (c = const) apraso sukimosi cilindra apie Oz
asi,su spinduliu c.

Cilindrinés koordinatés tinka ir kitiems sukimosi pavirSiams. Pavyzdziui, sfera
x? 4+ y% 4+ z2 = @? ir sukimosi kugis 72 = x2 + y? cilindrinémis koordinatése
aprasomi lygtimis r> + 72 = a? ir 72 =r2.

Jeigu y Oz plokStumoje esanti kreive f(y, z) = 0 sukama apie Oz aSi, tai gautasis
sukimosi pavirSius apra§omas lygtimi f (r, z) = 0 jau cilindrinése koordinatéese.

P(r,0,2)

e

Q(x.y,0

Pav. 25.
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Lentele 1
Staciakampiu, ir cilindriniu,
koordinaciu, atitinkamybé

(x,y,x) (r.0,2)
(1,0,0) (1,0,0)
(-1,0,0) 1,m,0)
0,2,3) 2,%.3)
1,1,2) ~2.%.2)

(1,-1,2) W2, 7,2
(-1,1,2) (2,%2.,2)
(—1,-1,-2) (2,3, -2)
0,-3,-3) (3,%,-3)

Pavyzdys 14.1. Parabolé z = y2, esanti y Oz plok§tumoje, sukama apie Oz agi. Taip
gaunamas sukimosi paraboloidas su lygtimi z = r> (Zr. pav. 26 ir pav. 27).

Pavyzdys 14.2. Elipsé % + % = 1 sukama apie Oz a$i, Taip gautas pavirSius vadi-

namas sukimosi elipsoidu (Zr. pav. 28 ir pav. 29). Jo lygtis cilindrinése koordinatése
yra

[\S]
38

r+z_1
9 4

A %))

Pav. 26. Pav. 27.
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y2

22
5 +T=1
-

Pav. 28. Pav. 29.

14.2. Sferinés koordinates

Paveiksle 30 parodytos sferinés koordinatés.

Pirmoji sferiné koordinaté r yra tiesiog atstumas p = |O P| nuo koordinaciu,
pradzios tasko O iki P. Antroji sferiné koordinaté ¢ yra kampas tarp O P ir Oz aSies
teigiamos puses, todél jo kitimo ribos yra intervalas [0, 7 ]. Pagaliau kampas 6 toks
pat kaip cilindrinése arba polinése koordinatése, t.y. tarp O Q ir Ox aSies teigiamos
puseés. Todél 6 kitimo ribos yra intervalas [0, 2r]. Abu kampai ¢ ir 6 matuojami
radianais.

RySys tarp staciakampiu, ir sferiniu, koordinaciu, gaunamas i§ stataus trikampio
OPQ ir (14.1). StaCiakampiu, ir sferiniu koordinaciu, atitinkamybeés pavyzdZiai pa-
rodyti lenteléje 2.

Taigi:

X = psingcosob,

y = psingsiné, (14.5)
Z = pcoso.
z
P(p,9,6)
¢ p
¢
o |
~- oy
o =7 i
S 1
Sel
)

Pav. 30.
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Lentelé 2
Staciakampiu, ir sferiniu,
koordinaciu, atitinkamybé

(x,y,x) (0,$.,6)
(1,0,0) (1 ,2,0)
0,1,0) (1,2,%)
0,0,1) (1,0,0)
0,0,—-1) (1,7,0)

(1,1,v2) 2.z.0
—-1,-1,v2) (2,%,3)
(1,—-1,-v2) (2,32,

Sferiniu koordinaciu pavadinimas susijes su sfera, o tiksliau — su sferiniu pavir-
Siumi. Mat, jo lygtis yra p = ¢ (c = const). Ka apraso kitos paprasciausios sferinés
lygtys? PavyzdZiui, lygtis ¢ = ¢ (c = const) apraso begalini kugi. Jeigu 0 < ¢ < 7,
tai gauname kugi, esanti_ vir§ horizontalios x Oy plokStumos. Jeigu 5 < ¢ < 7, tai
kugis yra Zemiau x Oy plokstumos. Lygtis ¢ = 7 apraSo x Oy plok§tuma,

Panagrinékime lygti, p =2cos¢. Cia cos ¢ >0,todél0 < ¢ < % Tai reiskia, kad

Pav. 31.



27
pavir$ius yra vir§ x Oy plokStumos. Abi lygties puses dauginame i§ p, gauname
2 _
p-=2pcos¢p
arba panaudojus (14.1) ir (14.2)
x4y 4P =22
staciakampése koordinatése. ISskyre pilna kvadrata turime standarting sferos lygti,
24y +E-Dr=1
su centru (0, 0, 1) ir spinduliu R = 1 (Zr. pav. 31).
Analogiskai sferiné lygtis p = 2sin¢ sinf staciakampése koordinatése pavirsta
gerai Zinoma standartine lygtimi
-2+ =1

Si lygtis apra3o sfera su centru (0, 1,0) ir spinduliu R = 1.



