Vilniaus Gedimino technikos universitetas. Technomatematikos studijy programa
Matematinio modeliavimo katedra Integralinis skaiciavimas

Apibréztinio integralo taikymas

1. Figiiros ploto apskaiciavimas sta¢iakampéje koordinaciy sistemoje

Kreivinés trapecijos, apribotos funkcijos f{x) > 0 grafiko, absiciy aSies ir tiesiy x = a bei x = b, plotas
lygus

b
S = ff(x)dx.

Jeigu f(x) < 0 atkarpoje [a; b], tai S = f; f(x)dx < 0, ta¢iau jo modulis lygus figaros plotui. Todél
S = —f;f(x)dx.

Kai f(x) atkarpoje [a; b] kelis kartus keicia zenkla (1.1 pav.), tai atkarpa [a; b] iSskaidomi | atkarpas
[a; c], [c; d], [d; b] ir apskai¢iuojame kiekvienos dalies plota. [vertine integraly Zenklus, gauname:

—
F
a lo c\__/ b X

1.1 pav.

S = facf(x)dx - fcdf(x)dx + f;f(x)dx.

Arba trumpiau :

b
S=J, If()ldx.
Jei figiira riboja dviejy funkcijy flx) ir g(x) grafikai (1.2 pav.), tai
M

y‘A/%C
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S = Sgamcr —Sesnor = J, f(0dx — [ g()dx = [ (f(x) — g(x))dx.

1.1 pavyzdys. Suskai¢iuoti figliros, apribotos kreiviy y = e* — 1, y=e?* — 3, x =0, plota.

Sprendimas.
y:ex—l 2x x

{y=e2x—3 > e e 0; e a>0
al—a-2=0, a, =2, a, =-—1(netinka)

e*=2 => x=mn2, y=1
2--

-
-~
e

1.3 pav.
x=0:e%=1,
y1(0) = e*—=1=0,
y,(0) = e** =3 = -2,

n2. x 2% x 1 2x 2
S=J, (" —1— e +3)dx = ("~ _e* +2x) |=

= el"? — 262’”2+Zln2—1+% = 0

1
= 2In2 — 5 = 0.866.

Atsakymas: S = 0.866. ]
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1.2 pavyzdys. Suskaiciuoti plota, apribotg kreive

s
sin(2x),kai—§Sx <0,

Y= 2x—x?%,kai 0<x <2,
(x—2)*,kai2 <x < 3.

Ox a8imi ir tiese x = 3

» >
N\
LY w?.‘_..._;.

1.4 pav.

Sprendimas.
0 2

S= —stin(Zx)dx + f

3
(2x — x?)dx + f (x —2)*dx =
0 2

0 2 i 3
1 x3 (x—2)
—_ 2 _ 7 At
—zcos(2x)| +(x 3) | + 5 |
__ 0 2
2
—1+1+4 8+1—38 2,533
272 3'5 15 U7
Atsakymas: S = 2,533. [}
1.3 pavyzdys. Suskaiciuoti plota apribotg kreive
xe*, kai0 <x <1,
) =lnx, kail<x <e,
2
— kaix > e.
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Ox aSimi ir tiesemis x = 1, x = e.

g 4

& F

& /

1. 5 pav.

Sprendimas.

S=S,+ S, +Ss.
1 1 ! 1
S, =f xe"dx=f xd(e™) =xex| —f e*dx =
0 0 0
0

=e—e*=e—e+1=1

e

S, = —f (—Inx)dx = xlnx| —f x(lnx)'dx =
1 1

1

=e—x=e—e+1=1

+0062 eZ eZ eZ 1
SFL x?dxi‘irfw(‘ﬁ) = A‘EPw(—m p)ﬁ-

S=1+14+0,5=25.
Atsakymas: S = 2,5. [}
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2. Figiiros ploto apskai¢iavimas poliniy koordinaciy sistemoje

2.1 pav.

Tarkime, kad polinémis koordinatémis p ir ¢ apibudintos kreivés lygtis yra tokia: p = f'(¢); ¢ia f (¢)
— tolydi funkcija, kai a <¢ < f.Apskaiciuosime plotg iSpjovos OAB, kurig riboja kreivé p = f(p) ir
spinduliniai vektoriai ¢ = airp = (2.1 pav.).

Sia i8pjova spinduliais vektoriais bet kaip padalykime j n daliy. Raskime dalies apribotos
spinduliy @;_4 ir ¢; , plota. Kampga tarp Siy spinduliy pazymésime Ap = @; - ¢;_1. Sioje dalyje bet kur
nubrézkime spindulj vektoriy p; ir ta dalj pakeiskime skritulio, kurio centras taSko O ir spindulys p; ,
iSpjova. Jos plotas lygus %ﬁizA(pi. Tokiy iSpjovy ploty suma

n
1 —~2
EZ pi A,
i=1

bus apytiksliai lygi duotosios figiiros plotui. Tikslig ploto reikSme¢ gausime apskaiciave riba,
kai A = maxA4@; - 0 . Kadangi $i suma yra funkcijos p? = (f(¢))? integraliné suma, tai jos riba,
kai A — 0, lygi apibréztiniam integralui % ff p?de. Taigi figiiros plotas

_ 1k
S—Efapzdgo.

2.1 pavyzdys Suskaiciuoti Archimedo spiralés (2.2 pav) p = a@ ribojama plota kaia = 0 ir f =
2m (viena vija)

150
180

210
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Sprendimas.
2T
B 2 2 a? ¢ _4 23
f do f atdp = — = |0 _a’m

Tuo tarpu skritulio, kurio spindulys r = 2ma plotas lygus 43 a?. Spiralés vijos plotas lygus é skritulio
ploto ( tai buvo zinoma dar Archimedui apie 287-212 pr. Kr.)

Atsakymas: § = -m° a“.

2.2 pavyzdys. Apskaidiuoti plotg, apribotg kreivemis p? = 2 cos(3¢p), p =1(p = 1) (2.3 pav.)
Sprendimas.

Randame susikirtimo taskus:

{pz = 2 cos(3¢)
p=1

Kaik =0, tai ¢ =F7

=> cos(3<p)=%, 3¢ = $§+2kn

180

2.3 pav

13

Imsime ploto dalj, kai ¢ € [0, =], o tai kaip matyti i§ brézinio, sudaro i viso ploto. Todél

9

Vs

1
S=6§f 2 cos(3¢) dp = 2sin(3¢) |9 ==+3 = 1,732
0

Atsakymas: S = 1,732. [
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2.3 pavyzdys. Suskai¢iuoti plotg apribotg kreive (x? + y?) = 2a?xy (2.4 pav.)
Sprendimas.

Kadangi turime neiSrekstine funkcija, tai skaic¢iavimai bus zymiai paprastesni, jei pereisime prie poliniy
koordinaciy.

X = pCosQ
{y = psing

Istate 1 duota lygti gauname
(p%cos?@ + p?sin?@)? = 2a%p cosg p sing

Supaprasting turesime lygtj

p? = a?sin (2¢)

180

210

270

2.4 pav.

sin(2p) =0 => ¢, =0, ¢, = g, kai skai¢iavimui jmame vieng ,,vija“.

ST

2 T

1 a
S = 25[ a?sin(2p) de = —7cos(2<p) |(2) = a’.
0

Atsakymas: S = a?. n
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3. Kreivés lanko ilgis staciakampéje koordinaciy sistemoje

Tarkime, kad staCiakampése koordinatése nusakyta kreive, kurios lygtis y = f (x) Rasime S$ios kreivés
lanko 4B ilgj (3.1 pav.). Pirmiausia apibrésime, kg vadiname kreivés lanko ilgiu. Tuo tikslu lankg
AB  bet kaip taskais 4 = M, M,,....M, ,M,,...M, = B, padalykime j n daliy. Sakykime, kad $iy

1

taSky abscisés yra a = x, x,,...,X, |, X,,...,x, = b. Per gautus taSkus iSveskime stygas
AM M M,,.. .M, M,,...M, B. StygosM, M, ilgj

.1 & Mi Mn—l
4/',::: "\ B
MO Mi—l ‘&31

1':/‘

Olxp=a % Xi-1 X Xp-1 Xp =0

pazymékime Ag,. Tuomet lauztés, jbréztos j lankg 4B , ilgis bus lygus EASI. .Pazymékime max Ax,

=1

raide A .

ApibréZimas. Kreivés lanko AB ilgiu L vadinama riba, prie kurios artéja jbréztos j tq
kreive lauztés ilgis, kai A — 0.

Taigi

n

L=lim; o 3 As,

=1
Dar tarkime, kad funkcija f (x) ir jos i§vesting f" (x) atkarpoje [a; b] tolydzios. Pazymékime
Ay, = f(x,)- f(x._, ). Pagal Pitagoro teorema
2

AP () = e ) Ax
=l Pl = e ) s

Skirtumui Ay, = f (xl, )-f (xl._l ) pritaikome Lagranzo teorema. Tuomet
Ay, = 1" (ci )(xi — X ) =/ (Ci )Axi;ci E(xi—l;xi)' Todel

Ayi_f‘(ci)Axi_ '
e tt= )

1 1
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ir As= 1+ (f'(c,)) Ax

Vadinasi,
. - . d ' 2
L=hmﬂ—>OZAS"=hmﬂ—>OZ 1+(f'(c;)) Ax,.

Kadangi 7" (x)tolydi atkarpoje [a; b], tai /1+ '(x))2 irgi tolydi, todél egzistuoja parasytos
integralinés sumos riba, kuri lygi apibréztiniam integralui :

L =}«/1+ (/' (x)F ax =} 1+ y2dx =}ds;

¢ia ds = 1+ y”*dx. Dydis ds vadinamas kreivés lanko ilgio diferencialu.

3.1 pavyzdys. Suskai¢iuoti puskubinés parabolés y° = 7 * (x - 4)3 dalies, kurig atkerta tiesé x = 8, ilgj.
Sprendimas.
Kadangi > =0, tai 7(x-4) = 0 ir x > 4.

Beto (- y) = y?, tai kreive simetriné Ox aSies atzvilgiu.
y y g

y=7(x- 4) y-—\/_(x 4)

yv2=(§ﬁ(x_4)i)z -27(s-a)

63
L=2(.1+— 4 )dx
{ +4(x )

1

éjf(l + Q(x 4))d(%x - 4) -

3
= 2*8 (1+§(x—4))28=
3*63 4
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3.2 pavyzdys. Apskaiciuokite elipsés x_ + Z—z = l(a > b) lanko ilgj. IS elipsés lygties randame
a’

y= LN ey
a
Todél
a _k2 2
Y= 1+ —

ava’ - x°

2
gia k* = b (k —elipsés ekscentritetas). Tuomet elipsés ilgis

2.2
L= 4f k = = = 4af\/1 k? sin® tdt

(keitinys x = asint).
Taigi gavome apibréztinj integrala, kuris irgi vadinamas antrojo tipo

elipsiniu integralu. Jis Zymimas simboliu :
@
E(k; ) =f\/1 —k*sin’ tdt .
0

Panasiai zymimas ir pirmojo tipo elipsinis integralas :

‘ dt
Fllog) = (—2
‘{ V1-k*sin® ¢t
Yra sudarytos Siy integraly reikSmiy lentelés.

Vadinasi, elipsés ilgis

L= 4aE(k;f) .
2

Pavyzdziui, kai a = 2,b = \/g, tai k=0,5 ir E(O,S;%) =1,4675.

Tuomet L =11,74.
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4. Kreivés lanko ilgis, kai kreivé duota parametrinémis lygtimis.

Tarkime, kad kreivés lygtys yra tokios : x = <p(t), y = z/j(t),te[to; T} Cia (p(t) ir 1//(f) - tolydzios

atkarpoje [to; T]funkcijos, tolydzias iSvestines. Tuomet y' = v, Jdx=¢' dt ir

t

1+ dx = \|¢ +3p'> dt. Vadinasi, jeigu (p(to ) =a, ga(T) = b, tai

L =j\/1 + 3" dx =}1/x't2+y',2dt =}ds; Cla ds =[x +y" dt.
a ty )

4.1 pavyzdys. Suskai¢iuokime kreivés x = 3(12 + 1), y =1t =3¢ kilpos ilgj.
Sprendimas.

IS x = 3(12 )+ 1 turime, kad x=3,0 y(— t) =— y(t). Grafikas simetriS$kas Ox aSies atzvilgiu. Ox asj
kertaikai y =0 => £ —3t=0=>1 =0z, = /3.

20)=3;  xf«+3)=12. Grafiko  patikslinimui suskaiciuojame :
d)=6 H)=-2 H-1)=2.

X' =6t ; Y, =3t> =3,

J3
- 2]\/3612 +9* —18¢% +9dr =
0

V3 V3

= 2f\/(3t2 +3)Zdt = 2]5(3# +3)a’t =

0
~2( + 3t)‘/0g 1243,

Atsakymas. L = 1243 = 20,785.
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4.2 pavyzdys. Apskaiciuoti astroidés ilgj.

x=2cos’ ¢t
y=2sin’¢

Figura simetriSka — ja sudaro 4 vienodos dalys, todél

7~ L

2 2
L= 4f\/(—2'3coszt-sinz‘)2 +(2-3sin’¢-cost)’dt = 41"6\/coszt-sin2 t(cos’ t +sin’ t)dt =
0 0

T

T

2 . .. . sin®t 2
=24{cost sint a’t=24jo's1nt d(sint) = 24 5 j; 12
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5. Kreivés lanko ilgis poliniy koordinadiy sistemoje.
Tarkime, kad kreivés lygtis poliniy koordinaciy sistemoje yra p = f (¢), @€E€[a; B]. Sia

lygti galima pakeisti parametrinémis lygtimis, naudojant rySio tarp sta¢iakampiy ir poliniy koordinaciy
formules x = pcosg vy = psin@. Tuomet, jraSe | Sias lygtis vietoj p dydj f° ((p), gauname :

x=f(p)cosp, y=f(@)sing;

12
@

C¢ia parametras ¢ vaidina parametro ¢ vaidmenj. Tuomet L = f x'fﬂ+ y'". d@. Randame :
a

x',=p', cosg-psing, V', =p', sing+ pcos@, todél
B B
\/x';+y'; =\/p2+p’; irL=f,/p2+p';dq0=fds;
ds =\/p* +pdy.

5.1 pavyzdys. Apskaiciuokite kardioidés p = 3(1-coso) lanko ilgj.
A

¢ |0 W4 /2 |%hn |n

5

P =3sing

v

L= 21'\/(9sinq0)2 +(3(1-cos@))’de = Zf\/9sin2 @+9-18cos@+9cos’ @ -dgp =
0 0

=2-3]\/2—2005¢-d(p=6‘]'1/4sin2 §d¢=( 1—cos¢=2sin2% )=12fsin%d(p=
0 0 0

- o —1) =
= ~24c0s j: 24(0-1) = 24
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6. Kiino tirio skaiciavimas pagal skerspjuvio plota

Tegu yra bet kokios formos kiinas V apribotas uzdaru pavir§iumi(arba keliais pavir$iais) ir yra tarp
plokStumy x = a ir x = b (aprézta uzdara trimatés erdveés sritis)

Statmenai aSiai Ox per bet kurj taska x € [a, b] bréziame statmeng asiai Ox pjuvi. Akivaizdu, kad pjivio
plotas priklauso nuo x, t.y. S = S(x). Jei funkcijos, kuriy grafikai(pavir$iai) riboja kiing V yra tolydzios
funkcijos, tai pjiivio plotas atkarpoje [a,b] yra tolydiné funkcija S(x).

Intervala [a, b] bet kokiu budu skaidome j dalinius intervalus taskais x;, i=1,2,...,n:
a=xp<x 1<x ,<xi.; <x;<x, =b.

Kiekvienoje dalinéje atkarpoje [x.;,x;],i=1,2,...,n laisvai pasirenkame taska c; (x;; <ci <x;) ir per $§] taska
bréziame statmeng aSiai Ox pjiivi. Jo plotas bus S(c;). Imame §j pjiivi pagrindu cilindrinio kiino, kurio
sudaromosios lygiagrecios Ox aSiai. Tokio cilindrinio kiino taris lygus

V(ci) = S(ci) (xir-xi ) = S(ci)Ax; .

Tuomet duotojo kiino V tiiris apytiksliai lygus tokiy cilindriniy kiiny tiriy sumai:

V=Yio S(c)Ax;

Tikslig tiirio reik§me gausime apskaiciave riba, kai A = max Ax; —0, 1<i<n
Tada tiiris V' lygus:

V= lim;t_,o Z?:l S(Ci)Axi

Gavome, kad kiino tuiris lygus ribai integralinés sumos intervale [a, b], kurios funkcija yra S(x), todél
v=["S(x)dx
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6.1. Pavyzdys
e - . . v 1. . . 2 z2 x2 . v .
Suskaiciuoti kiino apriboto vienasakio hiperboloido 2’—2 to 5= 1 ir plokStumomis x=+a.
Sprendimas:
- -
N
8
X -
\\7\ 2 P
\. S :R' f}
-\‘1". o

Kertant hiperboloida taske x plokStuma statmena asiai Ox, pjivyje gauname elipg
2,2 X2
pta=l g
Kurios kanoniné lygtis yra
a’y? a’z?
b2(a? + x2) T (a? + x2)

bva?+x2

cvVa?+x2

b=
Panaudoje elipsés ploto formule (S—nab) turime, kad pjuvio plotas bet kokiame taske x € [—a, a] yra

O jos pusasés a =

bc(a? + x?)
aZ

Sx)=m

Kadangi kiinas yra simetriskas zOy plokStumos atzvilgiu, tai

a bc(a +x2) _ 2mbc x3 8mabc
V=2f'n dx (a2x+?)|g= -

8mabc

Atsakymas: V=

6.2. Pavyzdys

Apskai¢iuokime kiino, apriboto paraboloido z = x2 + z y?2ir plokStumos z = 4, tirj.

Sprendimas:

Jeigu paraboloidg kirstume plokStuma z = const, tai jo

pjlivyje gautume elipse ZT
x% + ;yz =z et

kurios kanoniné lygtis
X

N

N
2

N
S

VA
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Tos elipsés pusasés lygios a = vz, b = 2z Kadangi S(z)=nab, tai S(z) = nvz - 2z=n %z
3 3 3

4 2 2 z2 8nV6
Tuomet V = [, n\/;zdz=7r\/;z?|g= ”3\/—.

7. Sukimo tiiris

Turime kreiving trapecija ABCD, apribota tolydines funkcijos y=f(x) grafiku, Ox asimi ir tiesemis x =a,
x =b. Sig trapecija sukame apie asj Ox: gauname sukinj

Pjiivis nubréztas per bet koki taska xc[a,b] statmenai asiai Ox yra skritulys, kurio spindulys R = f{x).
Tuomet S(x)=nR*" n(f(x))*
ir

V= T[fab(f(X))de = nfab y2dx

7.1. Pavyzdys
Figiira, apribota kreivémis y = e **-1, y = ¢™+5, x=0 sukama: a) apie asj Ox b) apie asj Oy
Suskaiciuoti: a) ir b) atvejais sukimo tiirius.

Sprendimas:

Skai¢iuojame kreiviy y=e>*-1, y=e¢™+5 susikirtimo tasko coordinates:
{y =e -1
y=e*+ 5y
e*=a, a*a-6=0 a,=3,a,=-2

¢"=3 = x=-In3

=2 =0

A:Kai x=-In3, tai y=¢"™+5=3+5=8  A(-In3;8)

— e ™ -6=0

a) Sukimo turis yra dviejy sukiniy skirtumas: sukinio, gaunamo sukant apie a$j Ox kreive y=¢™+5
intervale
[-In3;0] skirtumas su sukiniu, gaunamu sukant tame pagiame intervale kreive y = ¢*-1.

v=rf® (e +5)2 dx-nf (e 2 —1)%dx=
=nf° (e +5)2 — (e = 1)?dx=n[", (3~ + +10e™* — e™* + 24)dx=n(—e~?* —

e4ln3

B e—4x 0 _ 3 1 3 21 l
1067 + 7+ +24x)| 0 =n(—2 — 10+ 1 — (=222 — 10¢!n3 +
23,25 + 24in3)=

—-n(12+24In3)<120,533.

— —24In3)) = n(—11,25 +

4
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Atsakymas:V=120,533.

b) Pastebésime, kad sukinio tiiriui skai¢iuoti galima naudoti formule

d
V,=mn f x2dy
Cc
Kai intervale [c,d] apie asj Oy sukama figira, apribota kreive x=g(y) ir tiesémis x =0,y =c, y=d. I§
brézinio matyti, kad tiiris bus atitinkamy dviejy sukiniy skirtumas:
V= V2 - V1
Sukiniui (V,) intervale [0;8] i§ lygties y = ¢ -1 turime
™ =y+1 arba x = —%ln (y + 1). Sukiniui (V;) intervale [6; 8] i$ lygties y = ¢™+5 turime x=-In(y-5).
Tada

8
1
V, = nf(—zln(y + 1))2dy
0

8
= %f n?(y + Dd(y + 1)

T

8
=7+ DIy + DI

8
(y+DIn(y+1)

—20 O+ 1) d(y + 1))

_T[ 2 8

—Z(:ln 9-2(y+Dn(y+ 1)|O

y+1 n( - |8> s
I dy=-— -2 =—(9-4In?3 - 18- 21l 1
+2fy+1dy 2 9In“3“ -2 9ln9+2y0 4(9 n*3 —18-2Iin3 + 16)

0
= m(9In?3 — 9In3 + 4.

8
vV, = nf In?(y —5)d(y — 5)

8
= n((y = Sin*(y = 5)|

8
(y =5)in(y = 5) ) 8 8
- —5) = —2(y = 5)In (y — 2
2 > —5) d(y =5)) =n@BIn"3 —2(y =5)In(y = 35| .+ 2y] )
6
= n(3In?3 — 6In3 + 4).
V=V,—-V, = m(9In?3 — 9In3 + 4 — 3In?3 + 6In3 — 4) = n(6In?3 — 3In3) =~ 12,369.

Atsakymas: V, =~ 12,369.
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Egzistuoja kita sukinio apie Oy a§j turio skai¢iavimo formule, kuri pateikiama be jrodymo(pabandykite
jrodyti)

b
v, = 27Tf |xy|dx
a

Kai kreiviné trapecija, kuri sukama apie asj Oy vir§ Ox aSies arba Zemiau.
Auksciau pateiktam pavyzdziui 3 suskaiciuosime turj , kai apie asj Oy sukama figtira apribota kreive
y=¢"+5,y=28,x=0. Tai bus sukinio taris V;, kurj gavome skai¢iuodami sukinio apie Oy a$j turj.
Vi = Veiinaro — V;/(l)
kur Vy(l) yra sukimo tiiris, gaunamas sukant kreivine trapecijg apie asj Oy, apribotg kreivémis y=e™+5 ,
x=-In3, x=0, y=0.
Veitinaro = ThR? = 1 - 8In?3 = 8min?3.

0
Vy(l) =21 f (x) (e7* 4+ 5)dx

—In3
0

0
- X 4 5x)dx = —2 d(—ey + 22 O
= —T f(xe + 5x)dx = —2m fx (—e™) > |—1n3

—In3 —In3
= —2m(—xe™| _| , ~2,5In?3) =m(6In3 — 4+ 5In’3) = m(6In3 — 4 + 5In?3,
V; = 8nIn?3 — m(6In3 — 4 — 5In?3) = n(3In?3 — 6In3 + 4).

Sukinio tiirio skai¢iavimo formule V, = 7 ff y?dx
arba V, = 2m f; |xy|dx galima naudoti ir tuo atvieju kai atitinkamy kreiviy lygtys iSrekstos
parametrinémis lygtimis
x=g(t), Y=h(t)ta t; St <t (gt1) = a,gt) =Db).
TadaV, = ft: h2(t)g'(t)dt
arba
t 4
Vy =2m [ *lg(6) - h(D] - g'(D)dt

7.2. Pavyzdys
Figiira yra parametrinémis lygtimis
x =4t —t? y =4t?—t3 apribota plokStumos dalis(kilpa). Suskai¢iuoti sukinio, gauto sukant $ig

figiirg apie a)Ox asj b) Oy as§j Y A
Sprendimas: / ,-V]
Nustatome apibrézimo sritj kintamojo x atzvilgiu: / '
x; =4-—2t, ;
4-2t=0=t=2= x,4,(2)=4-2-22=4 :

= x € (—; 4]. : {" ' 4
Toliau randame taskus, kuriuose grafikas kerta 4

koordinatines asis. Susikirtimas su Ox asimi:
y=0=>4t2-t3=0=t?(4—-1t)=0
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=t =01irt, =4
Sioms t reik§méms x(0)=0 ir x(4)=0, t.y. kreivé kerta pati save koordinadiy pradZioje (kreivés kartotinis
taskas).
Lygties x = 4t — t? koordinadiy sistemoje (¢, x) grafikas — parabolé su virSune taske (2; 4). Kadangi
parabol¢ simétrisSka tiesés £ = 2 + a, kur a bet koks realus skaicius. I$ ¢ia gauname, kad kai ¢ kinta
intervale [0; 2] tarime duotos kreivés grafiko uzdaros dalies apating dalj, o kai t € [2; 4]- virSutine dalj.
IS tikro: tegu aza, tadai§t=2+taturime t; = 1 o t, = 3 ir x(1)=3, x(3)=3, 0 y(1)=3, ¥(3)=9
Tada

2
V, = nf(4t2 —t3)2(4 — 2t)dt
* 2

-7 f(4t2 —t3)(4 — 2t)dt

0

= —nf(l}tz —t3)2(4 — 2t)dt — nf(4t2 —t3)(4 — 2t)dt

= —ﬂf(4t2 —t3)(4 — 2t)dt

4
64t> 64t° 20t7 2t® 4

5 6+7 8)|O

= —ﬂf(64t4 — 64t5 + 20t° — 2t7)dt = —m(

0
16384
~ 105

T = 490,208.

b) atvejis

2
4

Vy =Voy —Viy = an (4t — t?)(4t? — t3)dt — 27Tf(4t —t2)(4t? — t3)dt
2
0

Pirmojo integralo(ir antrojo) pointegriné funkcija intervale [2;4] yra neneigiama, todé¢l jei rézius imsime
t; = 4 ot, = 2 kaip atveju a) tai gausime ,,neigiama turj, nors x(4)=0, x(2)=4.

4
16t* 8t° N t° 4 2048w 704w 1344
4 5 782713 15 15

Voy = 27rf(16t3 —8t* + t5)dt = 2n( m = 89,6m.

2

Vy="2m v = (B2 =207 ~ 134,041
y 15 15 15 15

Atsakymas: V, = 490,208 ,V, ~ 134,041.
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7.3. Pavyzdys
Figtira ribojama cikloidés x = a(+sin ¢), y = a(1- cos 1) t € [0; 2[1] dalies, esan¢ios tarp tiesiy y =0 iry =

a sukama apie ties¢ y = a. suskaiciuoti gauto sukinio tarj.

w A

Sprendimas:
V= Vcilindro - 2VOAB

Vitinaro = S *H = ma? - ma = w2a3.
Vo ag - sukinio tiiris, gaunamas sukant figtira OAB apie ties¢ y=a. Parametro t reikSmé¢, atitinkanti taskg
B yra sistemos sprendinys:
y=a /[

{y=a(1—cost):t=§'

CD =a—a(l—cost) =acost.

Vs
2

Voap = nf(a cost)?a(l
0

—cost)dt
s s
2 2 1 5
+ cos 2t
= nad f(cos2 t — cos® t)dt = ma3 f( — cost - cos?t)dt —na3( t| 2
0

L
+Zsm t
n
‘ 7r T sindt = T 2 3m—8
—f(l—sinzt)d(sint)=na3(z—sint|(2)+ 3 |é)=na3(z—§)=na3 -
3r—8 9t + 8
— 9272,3 _ 3 — 73
V =2n°a 2ra 17 Ta e

o NS

Atsakymas: V = ma® =2,
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8. Sukinio pavirSiaus plotas

Stasiakampéje koordinaciy sistemoje intervale [a, b] turime kreivés grafika, kurios lygtis y=f(x), f(x) ir
f(x)- tolydzios funkcijos.
Kreive sukdami apie Ox as] gauname
sukinio pavirsiy (Soninj). Skai¢iuojame yay. -
gauto pavirSiaus plota. Panasiai kaip kreivés |
lanko ilgio skai¢iavime, intervalg [a ,b] e
padaling bet koki biidu j » daliniy intervaly b
skai¢iuojame i-osios dalies pavirSiaus plota fv
ASiI _ A
AS; = (g + Ay) (ioq + AL) — 1y qliq : 14 <
= (Y14l + ;4 Ay; & o :
+ Ay;Al). : | |
li-a Al 4
AABC~AADE = =
Yi-r Ay
_ Yi-1Al

Ay;

Liq

Al; = /Axiz + Ay,
Vi- 1Al _ 2 2
AS; = mw|y;_1AlL + Ay, Ay, + Ay; Al ) = 2wy, |Ax;© + Ay;©.

Démenj Ay;Al; atmetame, nes jis yra aukStesnés eilés nykstantis dydis negu Ax;.

AS; ~ 2my; ’1+ yl) Ax; = 2my; /1+(f (c)) Ax; =

n

AS; ~ 2m yl/1+(f(cl)Ax =

i=1

b
S = 27rfyw/1+y’2dx = 27rfyds.
a

a
Kai kreivés lankas duotas parametrinémis lygtimis
x=g(t), y=h(t),t; <t <t tai

ir

Tada

t2

S=2m f h(t) \/(g’(t))z + (r' (D) dt.

ty
Kai kreivés lanko lygtis duota polingje koordinaciy sistemoje

p=f(p), O<a<gp<f=<m
Tai sukinio apie poling¢ asj pavirSiaus plotas lygus

B
S=2n f psina4/p? + p"?de.
a
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8.1 Pavyzdys
Suskai¢iuoti sukinio, gauto sukant kreive 8y? = x? — x* aplink Ox a§j pavirsiaus plotg.
{ A
| X | . 5 %
} /
Sprendimas:

Nustatome apibrézimo sritj:
x> —x*>0=>x?(1-x?>)>20= —-1<x<1.
Kadangi kreives grafikas simetriskas koordinaciy asiy atzvilgiy, tai plota skaiciuosime, kai x € [0; 1] ir
padvigubinsime.
I3 8y2 = x2(1 — x?)
1-x2 1 1-2x2

NG , (x€[0;1]) iry’ = N

5 1 —4x2 + 4x* 9 — 12x2 + 4x* 3 —2x2
1+y“= |1+ = = -
8(1 — x2) 8(1 — x2) V8V — x2

1

=

G-y xV1—x2 3 —2x2 p A f(3 25 n(Sx 2x* )| _m
=47 . X =4m-—= X =2x%)dx = o (==~
; V8 V8V1 — x2 ;

Atsakymas: § = g ~ 1,571.

8.2. Pavyzdys
Suskai¢iuoti sukinio, gauto sukant kreive p? = a? sin 2¢ aplink poline asj pavirsiaus plotg.

p=0 =sin2¢ =0 =
g01=0,(,02=§,0{=0,ﬁ=§
cos2
p = a,/sin2¢ ; p’=a—(p
\/sin2¢

T
do = 4ma? (— cos @ | g) = 4ma?.

T
2

S = 2-27tfaw/sin2<p - sin @
0

Atsakymas: = 4ma?.

a
\/sin2¢



