Vilniaus Gedimino technikos universitetas. Technomatematikos studijy programa
Matematinio modeliavimo katedra Integralinis skai¢iavimas

ApibréZztinis integralas

Apibréztis. Tarkime, tolydzioji funkcija f{x) apibrézta uzdarajame intervale [a, b]. Sis intervalas
taskais xo=a<x1<xx<x3<..<x,1<x,=b dalijamas | n daliy. Kiekvienoje dalyje bet kaip

parenkami taskai &,,§,,&,,....§,,&, (x_, =& =x,) ir juose apskaiCiuojamos funkcijos reik§més

SELSED D), fED FED.
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Siy reik$miy ir intervaly ilgiy Ax, = x, — x,, Ax, =X, =X, Ax; =X; - X,,.., Ax, =x, — X

n n n-1
sandaugy suma o = 2 f(&)-Ax;, vadinama funkcijos f(x) integraline suma (Rymano integraline

suma) intervale [a, b]. Sios sumos riba, kai intervaly skaiCius »n neapréztai didéja ir didziausio

intervalo ilgis artéja prie nulio, vadinama funkcijos f{x) apibréZtiniu integralu. Zymima:

}f(x)dx= lim o
b

max Ax; =0

Darbu suma

Nagrinékime dar dvi integralines sumas. Pazymékime: M; = sup{f(x)},x € [x;_1, xi];

m; = inf{f (%)}, x € [x;_1, x;],i = 1,n. Virutiné § = Y-, Ax;M;, apatiné¢ s = 2. ; Ax;m; Darbu
suma. Kadangi m; < f(&) < M; (x_ <& =<x):

= Axymy < YL, Ax; f(&) < Xt AxiM,tys <o <.
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Geometrinés Darby sumos interpretacijos pateiktos 2;3 pav.

¥ y
f@) f@
M M
n”!“* T2 |3 i A ) B sl ] L
p P— pe : " e x x, X x x4 x,
0 1 2 3 n-1 n
2 pav.Apatiné¢ Darbu suma 3 pav.Virsutin¢ Darbu suma

1 Teorema. Tolydi atkarpoje [a; b] funkcija f(x) yra integruojama Rymano prasme.
2 Teorema. Monotoniska atkarpoje [a; b] funkcija f(x) yra integruojama Rymano prasme.

3 Teorema. Dalimis tolydi atkarpoje [a; b] funkcija f{x) yra integruojama Rymano prasme.

ApibréZtinio integralo savybés:

1. Integralas f;f (x)dx buvo apibréztas, kai a > b, susitarsime, jei a < b, tuomet
a b a

fdx=-[f(x)dx; [f(x)dx=0.

frovs=-frows |

2. Baigtinio skaiciaus funkcijy sumos integralas lygus integraly sumai:

b

b b b
f(fl(x)+f2(x)+---+fm(x))dx=f f;(x)dx + f f,(x)dx + -+ f f,(x)dx

Irodymas.

SR + f(0) + -+ frn(0)dX = limmarar,o0 Zieg (G0 + fo(0) + -+ fo(x)) Ax; =

limmaxAxi—>0 Z?:l fl (X) Axi + limmaxAxi—>0 Z?:l f2 (X) Axi + -+ limmaxAxi—m Z?:l fm (X) Axi =

[P A@dx + [7 fG)dx+ -+ [ fru()dx.
3.fc*f(x)dx=c~ff(x)dx.

Irodymas.

n

fbcf(x)dx = ma}l{iAr)r(li_>0 Z cf(x)Ax; = ¢ ma)l(iAr)r(li—>0 i f&)Ax; = ¢ fbf(x)dx.

i=1
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b c b
4. Bet kokiems skai¢iams a, b, c:ff(x)dx =ff(x)dx +ff(x)dx.

Irodymas.

Tarkime, kad a < ¢ < b, tuomet intervalg [a, b] galima suskaidyti j dvi dalis taip kad taskas c
biity dalijimo taskas, tuomet ska¢iuodami ribg Siai lygybei X2 f(c;) Ax; = XS f(c) Ax; +
YL f(c;) Ax;, kai maxAx; — 0 gausime lygybe.

Kaia<b<ec

c b c b c c b b
ffef =)= moefef=]

5.Jei f(x) = 0 atkarpoje [a, b] f;f(x)dx > 0.

Jrodymas. Kadangi f(&;) = 0,kai ¢ € [a,b]ir Ax; = 0, visi integralinés sumos o = 2 f(&E) " Ax,

nariai yra neneigiami ir neneigiamos skai¢iy sekos riba yra neneigiama.

6. Jei f(x) = g(x) atkarpoje [a, b] f:f(x)dx > ffg(x)dx.

Jrodymas. 18 nelygybés f(x) = g(x) iSplaukia nelygybé f(x) — g(x) = 0, tuomet pagal 5 savybe:

L0 = g(0)dx > 0, ty. [7 f(x)dx = [ g(x).

7. Tarkime, kad m = minye(qp)f (), M = maxyeqp)f (x), tada

m(b —a) < f:f(x)dx <M(b —a).

Jrodymas. Kadangi m < f(§) <M ir Ax; =0,tuomet skai¢iuodami ribg nelygybei
romAx; <Y, f(E)Ax; <Y, MAx;  (jverting kad Y\, mAx; = m(b —a))  gauname:

m(b—a) < [, f(x)dx < M(b — a).

8. Viduriniy reikSmiy teorema. Jei funkcija f{x) tolydi atkarpoje [a,b], tai egzistuoja toks atkarpos

taskas ¢, kuriame f; f(x)dx = f(c)(b—a).

Irodymas.

Tolydzioje atkarpoje funkcija f(x) jgyja maZziausig m ir didZiausig reikSme M: m = minye(qp)f (%),

M = maxyepqpif (x), todél m < f(x) < M, ir reikSmes tuomet 7 savybe padalijus i§ dydzio

b — a > 0, gauname, kad dydis m < ﬁf:f(x) dx <M ir ﬁf;f(x) dx = f(c),i8 ¢ia
b
J, fe)dx = f(c)(b — a).

9. Jei y = flx) yra tolydi funkcija ir ¥(x) = [ f(t)dt, tai ¥’ (x) = f(x).
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Irodymas. Jei funkcija integruojama intervale [a, b], tai ji bus integruojama ir atkarpoje [a, x], kai
X € [a,b]. Nagrinékime integralg f(f f(t)dt, kuris geometriSkai reikSty kreivinés trapecijos,

turincios kintama krasting, plota (4 pav.). Tegul f; f()dt = ¥(x), tuomet A¥Y = P(x + Ax) —

IP(X) — f;+Ax_f:= f:+f;+Ax_ f; — J:H-Axf(t)dt.

o, e . . x+Ax . ..
) r Pritaikius integralui fx f(t)dt viduriniy
y=flx
reik§miy teoremg, gauname:
x+Ax
AY = f F©)dt = £(c)(x + Ax — x)
X
= f(c)Ax, x<c<x+Ax.
a x x+Ax p x
4 pav.

Tuomet AA—:I:% Ax = f(c), W' (x) = limpy AA—:I: = limy,_,o f(¢). Kadangi ¢ — x, kai Ax = 0, dél

funkcijos f(x) tolydumo limy,_,o f(c) = lim., f(c) = f(x). P'(x) = f(x).

Niutono Leibnico formulé.

Jei funkcijos f(x) pirmyksté yra F(x), tai apibréztiniam integralui teisinga Niutono ir Leibnico

b = F(b) - F(a).

b
formulé: f f(x)dx = F(x)

Jrodymas. Kadangi it F'(x)=f(x), it W'(x) = ([T f()dt) = f(x), tai F(x)-d(x)=C, kai

F(a) —Y¥(a) =C,

F(b) —w(b) = ¢, Bt #@) =0, 0

xE[a, b]. Sioje tapatybéje vietoj x jradykime a ir b. Tada {

Y(b) = f: f(x)dx. Todél i§ antrosios lygybés atéme pirmagja, gauname Niutono ir Leibnico

formulg.
(Isaac Newton, 1643—1727, angly fizikas ir matematikas; Gottfried Wilhelm Leibnitz, 1646—1716,

vokieciy filosofas, logikas, matematikas, fizikas).

ApibréZtinio integralo skaiciavimas.
b
Apibréztiniame integrale f f(x)dx pakeitus integravimo kintamaji pagal lygybe x=¢(¢) arba ¢ =

u(x), reikia apskaiciuoti ir naujus integravimo rézius: ¢, = u(a), t»= u(b). Tada
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b )
[/ @ = [g@)dr =G| = Ge) - 6(1).

b b
Integravimo dalimis formulé apibréztiniam integralui yra tokia: f udv=uv|’ - f vdu.

Pavyzdziai
o=

1) [3x*dx=x’|p=1;
I

1 1 1

2) i‘arctgxdx = x.arctgx‘:) —{xdarctgx = g_{x, 1 d(1+x2)

1
Ef 1+ x?

Kei¢iame integravimo kintamajj pagal lygybe: r = 1 + x*. Kintamojo ¢ réZiai: #, = 1, t, = 2. Tada

=1.

T
1+x° 4

gauname: I————f—————l |t” ———llnz

3)

s

¥ 1+2sm6x f f4s1n3x cos3x
v sin 3x sin’3x Y, sin’3x

18 lH 18

f d(3x) fC?S3de=—lctg3x|f +£j.d(§m3x) )
sin 3x sin3x 3 s 3Y  sin3x

]S 18

Infsin3- —‘)

dx =

1 /1 w) 4
=——|ctg3-—-ctg3-— |+ —Infsi
3( 8 12 8 18)

1 /1 4
——ct +—|In
3( “4 % ) 3(

= l(1 \/§)+—(ln72—ln%)

sin3- —’

3

4)

“ 2dx cos xdx “©  dsinx
{cos3x '!: cos* x _Zf (1 sin x)2

Kei¢iame integravimo kintamajj pagal lygybg #=sinx.

3
2.

Tada kintamojo ¢ réziai: t, = 5; t, =
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> oodt dt
K ey e N o
Tuomet

1 _4, B __C_ D _
(1=tPQ+ef 1-t (1-2f 1+t (142

A= o)1+0) + B+ 1) + CL+1-2f + D -1f

(1-¢F(1+¢)

_(~4+O)f +(-A+B-C+D)t’

(=tPQ+ef ¥

(A+2B-C-2D)t+A+B+C+D
(1-tP(1+12) ’

I8 tapatybés (—A+C)£+ (-A+B-C+ D)+ (A+2B—C-

2D)t+ A+ B+ C+ D=1 rasime neapibréZtus koeficientus 4, B, C ir D,

sulyging koeficientus prie vienody ¢ laipsniu:

-A+C=0,
-A+B-C+D=0,
A+2B-C-2D =0,
A+B+C+D=1.

I8 §ios sistemos gauname 4 = —; B =

E e

5)
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-1
i LR
oV 2x
Ivesime naujg kintamajj ¢ = x2_+1
X
1 - 4tdt 1
Tuomet x = 7 _l;dx= (2t2 _1)2 3t =5;t2 =0.
Ir tuomet
4tdt L 2t* —1+1
I =-f =2
‘ (2: -1f ) (2t 1)2
=2 dt +2
f (—)?2, ) (—)fzt
_f2t — J; —i ~=1,.
“("ﬁ) (’*ﬁ)
Tuomet
1 A
= + +




Vilniaus Gedimino technikos universitetas. Technomatematikos studijy programa

Matematinio modeliavimo katedra Integralinis skai¢iavimas
2 2 2
1 1 1 1
+Blt+—=| +C|t+—(—=||t-—| +D|t—-—F
e ) Rt e,

IS tapatybeés:

(A+c)t3+( ! !

$A+B—$

C+D)t2 +

+(—1A+B—1C—D)t—£A+lB+
2 2 4 2
+£C+1Dsl

4 2
(A+C =0,

A+\V2B-C+2D =0,
—A+2B-C-2D=0,

—V2A+2B+J2C+2D=4.

IS Sios sistemos gauname 4 =-2; B =1;C =2; D =1. Tuomet:
%

1
t_i
_ 2 {odt §dt
Il_lnt 1 _4f0t 1 2fo 1 Tt
+—F— -— o
AE g
1_ 1 .
yodt yoodt |2 2 1
4f t+1+2f0 1 2—lnl+L—4lnt 7l
i lrw) B
% %
1 1 1
- +In|t+ -2 =
t_i \/§|0 t+L
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6)

Eoxo I rz I, i3
f e s1n2xdx=——f e dcos2x=——e"cos2x| +
& 2J5 2 i3

+1f%cos2)wle)r =—le% cos£+le% cos£+
294
+l %excos2xdx=—le%+£e%+l %exdsin2x=
2J 5 4 4 4v%
=—le% +£e% +lex sin2x% —lf%e“‘ sin2xdx =
4 4 4 % 4Y%
1 T \/g Ed \/g x 1 Ed 1 % x
=—_e'+—eP+—e° ——e”—— | "e'sin2xdx;
4 4 8 8 49%
5 x - \/5—2 z \/5—1 z
— | e'sin2xdx = e’ — e
& 4 8
f%e’csin2xdx= 3_26%—\/5_16%;
& 5 10

Apytikslis apibréZtiniy integraly skaiciavimas

Tarkime, kad reikia apytiksliai apskaiciuoti integrala f f(x)dx, taskais xo = a, x1, X2, X3,..., X, = b

dalijant intervalg [a, b] 1 n lygiy daliy, kuriy ilgis 4 = b;a. Apskaiciuojant integralg staciakampiy
n

metodu, tariama, kad kreivinés trapecijos plotas apytiksliai lygus n sta¢iakampiy ploty sumai. Jei

stadiakampiy aukstinés yra ordinatés y, = f(X,), atitinkanGios intervaly vidurio taskus X, tai

b
gaunama viduriniyjy sta¢iakampiy formulé: f f(x)dx = h(yl + Y, oty ) Sios formulés paklaida

(b-a)’
24n?

R,(f) ivertinama taip: |R, (/)| <M, -

Trapecijy formulé gaunama manant, kad kreivinés trapecijos plotas apytiksliai lygus » trapecijy

, Cia M, =max|/"(x)|.
[a.p]

ploty sumai. Siy trapecijy aukstis 4 = b;a, o pagrindai y; = f(x;). Trapecijy formulé:
n

b
Yot YV,
ff(x)dx =~ h(OT+y]+y2+...+yn_] .
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(b-a)’

Sios formulés paklaida R,(f) jvertinama taip: 2
n

R,(f)=M,-

Jeigu M, rasti negalima arba sunku, viduriniyjy staciakampiy ir trapecijy formuliy paklaida
galima gauti papildomai dalijant intervala [a, b] | 2n lygiy daliy ir tikrinant, kiek zenkly po kablelio
sutampa gautose apytikslése integraly 7, ir I, reikSmése. Sutampantys zenklai laikomi tikraisiais.

Paraboliy, arba Simpsono (Thomas Simpson, 1710-1761, angly matematikas), formulé gauta
1742 m., n kreiviniy trapecijy plotus pakeitus paraboliniy trapecijy plotais. Siuo atveju intervalas
[a, b] dalijamas i 2n lygiy daliy taskais xo = a, x1, x2,..., X2, = b. Funkcijos f{x) reikSmes Siuose
taskuose pazymékime yo, vi, V2,..., Vou. Tada pirmosios parabolinés trapecijos, kai parabolé

y=a,x* +b,x + ¢, nubrézta per taskus (xo, yo), (x1, y1), (x2, »2), ploto S; israiika yra tokia:

X2

b-a
S =f(alx2 +b1x+cl)dx=6—(y0 +4y "‘J’z)'
xO n

Analogiskai gautume antrosios parabolinés trapecijos, kai parabolé y = a,x* + b,x + ¢, nubréZta

per taskus (x2, y2), (x3, 13), (x4, va), ploto S, iSraiska:

M b-a
S, =f(a2x2 "’bzx"‘cz)dx:W(yz +4y, +y4)

Paskutiniosios (n-0sios) parabolinés trapecijos ploto iSraiska:
X2n b —a
Sn = f (anx2 + bnx + cn)dx =—(y2n—2 + 4y2n—1 + y2n )
6n

X2n-2

b
Tada ff(x)dsz1+S2 +..+8,.

Simpsono formulé:
b b-a
ff(x)dx ~ W((yo +V2,) +2(0y + Vg ot Vopa) + A0 + Vs +...+y2n_1)).

Sios formulés paklaidai R,(f) teisingos nelygybés:

(b-a)’ .
81n®

R,(f)=M,

(b - a)s v v
——2— {1a M, =max x)|.
180(2n)* Y ab] ‘f ( )‘

R,(f)=M,

10
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Jeigu M, ar M, rasti sudétinga, Simpsono formuliy paklaidg galima gauti papildomai dalijant
intervalg [a, b] 1 4n lygiy daliy ir tikrinant, kiek Zenkly po kablelio sutampa gautose apytikslése

integraly I, ir 14, reikSmése.

Pavyzdys

2.8 2
Apytiksliai apskai¢iuokime apibréztinj integralg f
2,0

X
A1+ 2x2

trapecijy ir paraboliy formules, intervalg [2,0; 2,8] dalydami j 4 lygias dalis ir pointegralinés

dx, taikydami viduriniyjy staciakampiy,

funkcijos reik§mes apskai¢iuodami 0,0001 tikslumu.

IS pradziy apskaiciuokime funkcijos reikSmes:

Yo =f(2,00=19230; y, = f(2,1)=2,0594; y, = f(2,2)=2,1978,
i = f(23)=23382 y, = f(2,4)=24806; y; = f(2,5)=2,6248;
v = £(2,6)=2,7709; y, = f(2,7)=2.9188; y, = f(2,8) =3,0684.

Sitaip pazyméje funkcijos reikimes, gausime tokias apibréztinio integralo apytikslio skai¢iavimo

formules:

a) viduriniyjy staciakampiy formulé:

’ b-a

ff(x)dx =~ T(yl tV3+ Vs +y7);
b) trapecijy formulé:

b
b-a(yy+y )
ff(x)dx =~ T(%+)’2+J’4+)’6)a

¢) paraboliy formulé:

b-a
12

b
ff(x)dx =~ ((J’O +g)+ 2y, +4(y, +y6))'

Tada apytikslés apibréztinio integralo reik§més, kai intervalas

[2; 2,8] padalytas i 4 lygias dalis, yra tokios:

Al stac. = 1,98825; Al trap. = 1,98901; Al par.=1,98849.
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