3. Konverguojancios sekos ir ju pagrindinés savybeés
3.1. Konverguojancios sekos samprata

1. Apibrézimas. Sakoma, kad seka {z, } konverguoja, jeigu egzistuoja toks
skaiCius a, kad seka {z,, — a} yra nykstamai mazéjanti. Tokiu atveju skaicius a
vadinamas sekos {z,} riba. RaSoma

lim z,, = a.
n—oo
Pagal §j apibréZima bet kuri nykstamai mazéjanti seka konverguoja, ir jos riba
yra lygi 0.
Konverguojancia seka galima apibréZti ir taip:

2. Apibrézimas. Sakoma, kad seka {x, } konverguoja, jeigu egzistuoja toks
skaicius a, kad bet kuriam teigiamam skaiciui € > 0 galima nurodyti tokj skaiciy
N, kad visi sekos elementai z,,, kai n > N tenkina nelygybe

(1) |z, —a| <e.
Naudodami matemating simbolika pastaraji apibréZima uzraSome taip:

(hm Ty = a) & (Ve,e > 0,3IN,¥Yn,n > N, |z, — a| < ¢)
Pastebésime, kad N yra kintamojo ¢ funkcija: N = N(e).
Kartais neapréztai didéjancios sekos vadinamos konverguojanciomis i begaly-
be. Jei {z,,} — neapréztai didéjanti, tai raSoma

lim z,, = co
n—oo
Jei neapréZtai didéjancios sekos nariai, pradedant nuo tam tikro numerio, yra
pastovaus Zenklo, tai sakoma, kad seka konverguoja i apibrézZto Zenklo begalybe.
Simboliskai tai uzraSoma
lim z, = +o0, lim z, = —00
n—oo n—oo
Toliau laikysime, kad konverguojancios sekos riba — baigtinis skaicius a.
Taigi, tai, kad seka {x,, } konverguoja i a, simboliskai Zymima

lim z, =a arba =z, — a

n—oo n—oo



Pastaba. (1) nelygybeé ekvivalenti dviem nelygybéms
—e<z,—a<e arba a—e<zx,<a-+ec.

Pastarosios nelygybés reiskia, kad elementas x,, priklauso skai¢iaus a € — ap-
linkai.

Prisiminsime, kad skai¢iaus a ¢ — aplinka vadinamas intervalas (a — ¢, a + ¢).
Taigi konverguojancia seka galima apibrézti ir taip:

3. Apibrézimas. Sakoma, kad seka {x, } konverguoja, jeigu egzistuoja toks
skaiius a, kad bet kuriai jo € — aplinkai priklauso visi sekos {z,} nariai, prade-
dant tam tikru numeriu N, priklausanc¢iu nuo ¢.

Konverguojancios sekos apibréZimuose sakoma, kad skirtumas =, — a = «,
yra nykstamai mazéjanti seka. Taigi bet kuris konverguojancios sekos narys {z,, }
gali buti uZraSomas pavidalu

(2) Ty = a+ ap,

diaa = limz,,.
n—
Galima pastebeéti, kad baigtinis skaicius sekos elementy neturi itakos konver-
gavimui ir ribos reikSmei.

Pateiksime pora pavyzdziy:
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pvz., galima imti

1, kai ¢>0.
2) Irodysime, kad seka 1 = 0.3, o = 0.33, ..., x,, = 0. 333 ... 3 konverguo-
——
n karty
1 1
ja, ir jos riba yra 3 Kadangi skaicius 3 reiSkiamas begaline periodine trupmena
0.33333.. ., tai turime
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Sios nelygybeés reiskia, kad < ——. Kadangi kai n > N, tai turésime
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Ton <110—N, todel bet kuriam € > 0 parinkdami N ir salygos 1oV < €, gausime
Ty — 3 < g, kain > N.

3.2. Pagrindinés konverguojanciyju seku savybés

1. Teorema. Konverguojanti seka turi vienintelg riba.

[rodymas. Tegul a ir b — sekos {x,,} ribos. Tada z, = a + ,, x, = b+ [,
ia ay,, (3, — nykstamai mazéjancios seky {«, }, {/3,} elementai. Atémg viena x,,
iSraiska i$ kitos, gausime

o, — B, =b—a.

Kadangi visi nykstamai mazéjancios sekos {«,, — 3, } nariai lygii konstantai b — a,
tai ta konstanta lygi 0, t.y. b — a = 0 = a = b. Teorema jrodyta.

2. Teorema. Konverguojanti seka yra aprézta.
[rodymas. Tegul {x,} — konverguojanti seka, o jos riba lygi a. Tada, kaip jau
buvo sakyta,
Ty = a+ ayp,

kur «,, — nykstamai mazéjancios sekos elementas. Kadangi nykstamai mazéjanti
seka aprézta, tai rasis toks skaicius A, kad visiems numeriams n bus |a,| < e.
Todeél

|n| <lal + 4,



o tai reiskia, kad seka {z, } aprézta. Teorema jrodyta.

Pastebésime, kad apréZta seka gali neturéti ribos. Pavyzdziui, seka 1, —1, 1,
—1, ...yra apréZta, bet nekonverguoja. IS tikryjy, jei $i seka konverguoty i tam
tikra skaiCiy a, tai sekos {x,, — a} ir {x,41 — a} buty nykstamai mazéjancios.
Tada

{(zn —a) = (@n41 — @)} = {zn — Tnta}

taip pat biity nykstamai maz¢janti.

Taciau tai neimanoma, kadangi |z, — z,+1| = 2 Vn € N.

Toliau irodysime pagrindines teoremas apie seky konvergavima.

3. Teorema. Konverguojanéiy seky {z,} ir {y,} suma yra konverguojanti,
jos riba lygi seky {z,} ir {y,,} riby sumai.
[rodymas. Tegul a ir b atitinkamai {x,, } ir {y, } ribos. Tada

Tp=0a+ apn, Yp=>0+ 0,
kur «, ir 3, — nykstamai maz¢jancios. Todél
Tp+Yn — (a+b) =, + 5y
Taigi {z, + y, — (a + b)} —nykstamai mazéjanti seka. Tai reiskia, kad

Tn+Yn — a+0b.
4. Teorema. Dviejy konverguojanéiy seky {x,, }, {y.},
lim x, = a, lim ¥y, = b, skirtumas yra konverguojanti seka,

n—oo

lim (z, —y,) =a—»>, lim(y, —x,) =b—a.

n—~0o0 n—oo

5. Teorema. Dviejy konverguojanciy seky {z,} ir {y, } sandauga yra konver-
guojanti seka, jos riba lygi {z,} ir {y, } riby sandaugai.
[rodymas. Jeigu lim z,, = a, lim y, = b, tai

Ty = a+ Qp, yn:b+/6n

Turime
l'n'yn:ab+a'ﬁn+b'an+an'ﬁna

Tp - Yp —ab=a- By +b-a,+a,- B,



Desinéje puséje esantys nariai pastarojoje lygybéje — nykstamai mazéjanios
sekos, taigi ir {z,,y,, — ab} — nykstamai mazéjanti. Taigi

lim x,y, = ab.

n—oo
Toliau nagrinésime dviejy seky {x,, } ir {y,, } santyki. Pries tai irodysime lema.

1. Lema. Jeigu seka {y,} konverguoja ir jos riba b # 0, tai, pradedant nuo

1
tam tikro numerio, apibréZta seka ¢ — p, kuri yra aprézta.
b
[rodymas. Tegul ¢ = % Kadangi b # 0, tai ¢ > 0. Tegul N — numeris,
atitinkantis ta ¢, pradedant kuriuo, i§pildoma nelygybé
14

|yn_b| <e, taigi ‘yn_b| < ?
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b
I§ ¢ia iSplaukia, kad, kai n > N, |y,| > 3 (Jei
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Todél kai n > N, turime |— 0]
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aprézta. Lema jrodyta.

Teorema 6. Dviejy konverguojanciy seky {z,} ir {y,} santykis, su salyga,
kad lim y, # 0 yra konverguojanti seka, kurios riba lygi $iy riby santykiui.

I§ irodytos lemos iSplaukia, kad pradedant tam tikru numeriu N, sekos {y,}
nariai nelygas nuliui, ir seka {yin} aprézta. Pradedant §iuo numeriu nagrinésime
seka {{*}. Tegul a ir b — seky {z,} ir {y,} ribos. Irodysime, kad {{* — §} -
nykstamai mazéjanti. IS tikryju, kadangi



Tn @  Tp-b—y,-a  x,-b—ab— (y, a—ab)

Yn b Yn - b a Yn - b
1 (b(azp—a)—a(y.—b)) 1 a

Kadangi {yi} aprézta, o seka {a, — §3,} — nykstamai mazéjanti, tai seka
{-- (@ — §6.)} = {2= — ¢} — nykstamai maZ¢janti. Teorema jrodyta.

Pastebésime, kad i§ {x, } konvergavimo iSplaukia {x, + b} ir {cz, } konver-
gavimas.

3.3. Ribinis peréjimas nelygybése

Teorema 7. Jeigu konverguojancios sekos {z,} nariai, pradedant tam tikru
numeriu tenkina nelygybe =, > b (x, < b), tai ir Sios sekos riba a tenkina
nelygybga > b (a < b).

[rodymas. Tegul visi elementai x,,, pradedant tam tikru numeriu, tenkina x,, >
b. Reikia jrodyti, kad @ > b. Tarkime, kad a < b. Kadangi a — sekos {z,}
riba, tai teigiamam ¢ = b — a galima nurodyti toki /V, kad kai n > N turime
|z, —a] <b—a.

Pastaroji nelygybé ekvivalenti tokioms:

—(b—a)<x,—a<b—a

t.y., turime, kad x,, < b, o tai prieStarauja teoremos prielaidai. Atvejis z,, < b
nagrinéjamas analogiSkai. Teorema jrodyta.

Pastebésime, kad konverguojancios sekos {z, } elementai gali tenkinti griez-

tas nelygybes x,, > b, taiau ¢ = lim z,, gali bati lygus b. Pavyzdziui, seka
{x, = 1} pasiZymi tuo, kad 1 > 0, taciau lim 1 =0.

ISvada 1. Jeigu konverguojanciy seky {z,, }, {y, } elementai z,, ir y,, pradedant
tam tikru numeriu tenkina nelygybes x,, < v,, tai jy ribos tenkina nelygybe

lim z, < lim g,

n—~00 n—~00

[rodymas.



Yn—2n, =20 = lim (y,—z,) = lim y,— lim z, >0 = lim z, < lim y,

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

ISvada 2. Jeigu visi konverguojancios sekos {x, } elementai z,, priklauso uz-
darajam intervalui [a, ], tai ir jos riba priklauso tam intervalui.

IS tikryju, kadangi a < z, < b, tai jei ¢ = lim x,, turésime a < ¢ < b.

n—oo

Tolesné teorema naudinga jvairiuose taikymuose.

Teorema 8. Tegul {z,} ir {z,} — konverguojancios sekos, turinCios bend-
ra ribg a. Tegul, be to, pradedant tam tikru numeriu, sekos {y,} nariai tenkina
nelygybes z,, < y,, < z,. Tada seka {y, } konverguoja ir jos riba lygi a.

[rodymas. Pakanka jrodyti, kad {y,, — a} — nykstamai maZéjanti. PaZymésime
N* numeri, pradedant kuriuo yra tenkinamos abi nelygybés. Tada, pradedant tuo
numeriu, turésime

Tp — ALK Yp — <K 2y — G

I§ Cia iSplaukia, kad, kai n > N*, {y,, — a} nariai tenkina nelygybe

‘yn - CL| g maX{|xn - a\, ‘Zn - a‘}

Kadangi

lim z, =a, lim z, =a,

n—oo n—oo

tai Ve > 0 galima rasti tokius numerius N; ir Ny, kad, kai n > N; turime
|z, —al < e,okain > Ny, tai |z, — a|] < . Imkime N = max{N*, Ni, No}.
Pradedant tuo numeriu, turésime |y, — a| < e. Taigi {y, — a} — nykstamai
mazéjanti seka. Teorema jrodyta.



