2. Sekos riba

Peréjimas prie ribos yra viena pagrindiniy matematinés analizés operacijy. Si
operacija sutinkama analizéje jvairiomis formomis. Cia panagrinésime papras-
¢iausig atveji — skaiciy sekos riba.

2.1. Skaiciy sekos

2.1.1. Skaiciu sekos ir operacijos su jomis

Galima prisiminti Sias i§ mokyklos kurso Zinomas skaiciy sekas

1) aritmetinés ir geometrinés progresijos nariy sekas,

2) taisyklingy n — kampiuy, ibrézty i duotaji apskritima perimetry seka,
3) realaus skaiciaus V2 artiniy seka x; =1, v = 1.4, x3 = 1.41, ...

Pateiksime skaiciy sekos apibrézima.
2.1. Apibrézimas. Jei kiekvienam natiiraliajam skaic¢iui n € N pagal tam
tikrg taisykle priskiriamas realusis skaicius x,,, tai sunumeruota skaiciy aibe

(1) X1, T2, ey Ty o

vadinama realiyjy skaiciy seka arba tiesiog seka.

Skaiciai x,, vadinami (1) sekos elementais arba nariais. Sutrumpintai (1) seka
Zymésime {z,}. PavyzdZiui, simboliu {%} Zymésime seka 1, %, %, % .y O
simboliu {1 + (—1)"} —seka 0, 2,0, 2, ...

Ivesime aritmetines operacijas su sekomis.
Tegul turime sekas x1, xa, ... Ty, ...0T Y1, Y2, ..., Yn, ...514 seky suma vadinsi-
me seka

r1+y, TotYe, .., Tn+yn, (arba {x,+y.}),
skirtumu — seka
Ty — Y1, Ta—Y2, .-, Tn—Yn, (arba {x,—yn}),
sandauga — seka
T Y1, To Y2, --.y  TpcYn, (arba  {x, - yn}),

dalmeniu (santykiu) — seka

T ox T T
L2 0, 2 (arba {—n})

n Yo Yn Un



ApibréZiant santyki {ﬁ } reikia reikalauti, kad visi sekos {y,,} elementai bu-

n
ty nelygtis nuliui. Taciau jeigu sekoje {y,, } nuliu virsta baigtinis elementy skaicius,

tai santyki { == } galima apibreézti pradedant tuo numeriu, kada visi tolesni y,, jau
n

nelygus 0.
2.2. Apréztos ir neapreéztos sekos

2.2. Apibrézimas. Seka {z,,} yra vadinama aprézta i§ virSaus (apacios), jeigu
egzistuoja toks realusis skaicius M (skaiCius m), kad kiekvienas sekos elementas
x,, tenkina nelygybe x,, < M (x,, > m).

Siame apibrézime minimas skaicius M (skaiius m) yra vadinamas sekos
{z,} virutiniu (apatiniu réZiu), o nelygybé x,, < M (x, > m) — sekos apréz-
tumo i$ virSaus (apacios) salyga.

PaZymésime taip pat, kad bet kuri apréZta i$ virSaus (apacios) seka turi be galo
daug virSutiniy (apatiniy) rézZiy.

2.3. Apibrézimas. Sakykime, kad seka {x,,} aprézta, jeigu ji apréZta i§ vir-
Saus ir i apacios, t.y. jeigu egzistuoja skai¢iai m ir M tokie, kad bet kuris Sios
sekos elementas tenkina nelygybes

m< x, <M.

Jeigu seka {x,} aprézta, o M ir m — jos virSutinis ir apatinis réZiai, tai visi
Sios sekos elementai tenkina nelygybe

(2) 20| < A,

¢ia A = max {|M]|, |m|}.
AtvirksCiai, jeigu visi sekos {z,, } elementai tenkina (2) nelygybe, tai teisingos
nelygybeés
-A<z, <A

ir todel seka aprézta. Taigi (2) nelygybe — tai kita sekos apréZtumo salygos forma.

2.4. Apibrézimas. Seka {x, } vadinama neaprézta, jei kiekvienam teigiamam
skaiciui A galima nurodyti tokj sekos nari z,,, kuris tenkina nelygybe

|z,| > A.



Panagrinésime kai kuriuos pavyzdzius.

1) Seka —1, —4, —9, ...—n?, ...apréZta i§ virSaus ir neapréZya i§ apacios. Sios
sekos virSutiniu réZiu galima laikyti bet kuri skai¢iy, ne mazesni uz —1.
2) Seka 1, % %, . %, ...aprézta.

1 1
r,=—, 0<—<1, kai neN.
n n

3)Seka 1,2, 1,3, 1,4, ..., 1,n, 1, (n+ 1), ...neaprézta.
2.3. Nykstamai mazéjancios ir neapréztai didéjancios sekos

2.5. Apibrézimas. Sakoma, kad seka {x,,} neapréztai didéja, jeigu kiekvie-
nam teigiamam skai¢iui A galima nurodyti toki numeri /V, kad visi sekos elemen-
tai x,, tenkina nelygybeg |z,,| > A, kain > N.

I§ pateikto apibréZimo turime, kad N = N(A). Kiekviena neapréZtai didéjanti
seka yra neapréZzta, taCiau atvirkScias teiginys neteisingas. Praeitame poskyryje 3)
pavyzdyje nelyginiams elementams salyga |z, | > A nei$pildoma.

2.6. Apibreézimas. Sakoma, kad seka {x,} nykstamai mazéja, jeigu bet ko-
kiam teigiamam ¢, kiek mazas jis bebiity, galima nurodyti toki numerij N, kad visi
Sios sekos elementai x,, tenkina nelygybg |z, | < e, kai tik n > N.

Pastebésime, kad Siame apibrézime apskritai N = N ().

Panagrinésime kai kuriuos pavyzdZius.

1) Irodysime, kad geometrinés progresijos nariy seka ¢, ¢°, ¢>, ..., ¢", ...nea-
préZtai didéja, kai |g| > 1 ir nykstamai mazéja, kai |¢| < 1.

Imkime |g| > 1. Tada |¢| = 1+ J, kur § > 0. Pasinaudoj¢ Niutono binomo
formule, gausime

1g/Y = (1+6)N =14 5N + (teigiami nariai).
IS ¢ia gauname
(3) lg|Y > 6N.

Fiksuokime bet kurj skai¢iy A > 0 ir parinkime toki dideli numerj N, kad
bty teisinga nelygybé
ON > A

(Tai galima padaryti, pavyzdZiui, imant N = [4] 4+ 1)



IS pastarosios nelygybeés ir i$ (3) nelygybés iSplaukia nelygybé
g > A.

Kadangi kai n > N ir |g| > 1 turime |¢|" > |q|V, tai [¢|” > |¢| > A, kai
n > N. Taigi irodéme, kad nagrinéjama seka yra neapréZtai didéjanti, kai |¢| > 1.
Atvejis |¢| < 1 nagrinéjamas analogiSkai. Tada turime

1
— =144 6>0
q]

Vel pritaike Niutono binomo formulg gausime

1
(3%) P arba gV <
q

6N

Pakartoj¢ ankstesnio irodymo paskutinius Zingsnius, gausime, kad nagrinéja-
ma seka yra nykstamai mazéjanti, kai |q| < 1.

1 1
2) Irodysime, kad seka 1, CURR ...nykstamai maz¢ja. IS tikryju, jeigu
n

1 ) . L. . .
n > N, ta — < N Todé¢l duotajam ¢, € > 0 uZtenka parinkti numeri N i

€
Toliau nykstamai maZéjancias sekas Zymésime mazosiomis graikiSkomis raide-

mis {«, }, {6, } irt.t.

1 1
salygos N < e. Pavyzdziui, galima tarti, kad N = [—] + 1.

2.4. Pagrindinés nykstamai mazZy seky savybés

2.1. Teorema. Dviejy nykstamai mazéjanciy seky suma yra nykstamai maza
seka.

[rodymas. Tegul {a,} ir {3,,} — nykstamai maZ¢jancios sekos. [rodysime, kad
seka {«v, + (3, } nykstamai mazéjanti. Tegul € — bet kuris teigiamas skaicius, o Ny

. . 3 . . ..
— numeris, kuriuo pradedant |a,,| < 2 0o Ny — numeris, kuriuo pradedant visi

3 . g . . C .
|8n] < 5 Tokie numeriai [V ir N, egzistuoja pagal nykstamai mazéjancios sekos

apibrézima. Kadangi turime |ov, + 3,] < || + |5,], tai, pazymeje N didZiau-
sig i§ dviejy numeriy N; ir Ny, N = max{N;, Ny}, gausime, kad pradedant N
iSpildoma nelygybé |, + 5, < e.

Tai reiskia, kad seka {«,, + (3,,} nykstamai maz¢éjanti. Teorema jrodyta.



2.2. Teorema. Dviejy nykstamai maz¢janciy seky skirtumas yra nykstamai
maZzéjanti seka.

[rodymas analogiSkas 2.1. teoremos irodymui.

ISvada. Baigtinio skai¢iaus nykstamai maz¢janciy seky algebriné suma yra
nykstamai maZéjanti seka.

2.3. Teorema. Nykstamai maz¢janti seka yra aprézta.

[rodymas. Tegul {«,} — nykstamai mazéjanti seka, o € — koks nors teigiamas
skai¢ius. Toliau, tegul N — numeris, kuriuo pradedant |a,| < . PaZymésime A
didziausia i$ $iy skaiiy: €, |ay s «es |Qp_1]. Tai galima uZrasyti

(8%

A = max{e, ||, |azl, ..., |an_1]}
Aisku, kad |ov,| < A prie visy n, o tai ir reiSkia, kad seka aprézta.

2.4. Teorema. Apréztos ir nykstamai mazé¢jancios seky sandauga yra nyksta-
mai maZzéjanti seka.

[rodymas. Tegul {x, } —aprézta, o {«, } — nykstamai maz¢janti sekos. Kadan-
gi seka {x, } apréZta, tai egzistuoja skai¢ius A > 0 toks, kad bet kuris elementas
x,, tenkina salyga |z, | < A.

Imkime bet kurj teigiama skaiciy ¢. Kadangi seka {c, } nykstamai maz¢janti,

CL . oye o € . . . . . _
tai teigiamam skaic¢iui — galima nurodyti toki numeri NV, kad kai n > N buty

A
teisinga nelygybé |a,| < % Tada, kai n > N, turésime
5
| - | = |z0| - |on| < A — =¢.

A

Taigi, seka {x,, - a;,} nykstamai mazéjanti.

ISvada. Bet kurio baigtinio skai¢iaus nykstamai maZéjanciy seky sandauga yra
nykstamai mazéjanti seka.

Pastaba. Dviejy nykstamai mazéjanciy seky santykis gali buti bet kurio tipo,
gali biti ir neapibréZtas.

2.5. Teorema. Jeigu visi nykstamai maZ¢&jancios sekos {«,,} elementai yra
lygiis vienam ir tam paciam skaiciui c, tai ¢ = 0.
1. c .
[rodymas. Leidkime, ¢ # 0. Tegul ¢ = |2—’ ¢ # 0. Pradedant numeriu N,

.. e ey , . ol .
atitinkanciu §i ¢, iSpildoma nelygybé |o,| < e. Kadangi o, = ¢, ¢ = %, tai



]

1
pastaraja nelygybe galima uZraSyti taip: |c| < 2 1S kur gauname 1 < > Taigi

gavome prieStaravima, todél turi biti ¢ = 0.

2.6. Teorema. Jeigu {x, } — neapréZtai didéjanti seka, tai, pradedant nuo tam

tikro numerio n apibrézta seka < — ¢, kuri yra nykstamai maZéjanti. Jeigu visi
n

. N . _ C 1
nykstamai mazéjancios sekos {, } elementai yra nelygts nuliui, tai seka {—}
Qn

— neapréZtai didéjanti.

[rodymas. Visy pirma pastebésime, kad neapréztai augancioje sekoje gali buti
tik baigtinis lygiy nuliui elementy skaic¢ius. Tai reiSkia, kad kai n > N* visi
1
elementai nelygus nuliui, todél seka {—} turi prasme, kai n > N*. Irodysime,

n

1
kad { —} — nykstamai maZéjanti seka.

n

Tegul ¢ — bet kuris teigiamas skai€ius. Skaiciui — galima nurodyti numerj
€
1
N > N* toki, kad kai n > N sekos {x,} elementai tenkina nelygybg |z,| > —.
€

Todél pradedant nurodytu numeriu /N bus teisinga nelygybé

< ¢. Taigi

n

. 1 T

irodéme, kad {—} nykstamai mazéjanti.
n

Antrosios teoremos dalies irodymas analogiskas.



