3 Trecioji savaite. Skaiciy sekos ir jy ribos
gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:

1. Tasko aplinka. Skai¢iy sekos samprata.

2. Atskiras seky atvejis — progresijos.

3. Sekos ribos apibrézimas. Nykstancios ir neapréztai didéjancios sekos.

4. Teoremos apie sekas, turincias ribg. Nykstanciy seky savybes.

5. Seky riby savybés. Aritmetinés operacijos su sekomis, turin¢iomis ribg. Sekos ribos
egzistavimo teorema.

6. Monotoninés sekos. Fundamentaliosios sekos.
7. ldétieji intervalai. Posekiai ir jy ribos.

8. Neapibréztumai. Seky riby formulés.

3.1 Tasko aplinka. Skaic¢iy sekos samprata

3.1 Apibrézimas. Tasko a e-aplinka vadinamas intervalas (a—e, a+¢). Tasko a e-aplinka
Zymima U,

Is apibrézimo matyti, kad tasko a £ — aplinkai priklauso visos realiosios x reikSmeés,
kurioms teisinga nelygybeé:
a—e<zr<a-+te.

3.2 Apibrézimas. Tasko z = +o0o e-aplinka (zym. U5 ) vadinamas intervalas (e, +00).
3.3 Apibrézimas. Tasko z = —oo e-aplinka (Zym. U° ) vadinamas intervalas (—oo, —¢).

Apibendrine pastaruosius du apibrézmus, turime, kad begalinio tasko e-aplinka (Zym.
U:,) vadinama intervaly (—oo, —¢) ir (&, +00) suma, t. y. aibé tokiy realiyjy reiksmiy z,
kurioms teisinga nelygybé: |z| > e.

3.4 Apibrézimas. Funkcija f(n) = z,, kuri kiekvienam naturaliajam skai¢iui priskiria
realyjj skaiciy, vadiname skaiciy seka. Funkcijos reikSmes x1, xs, ..., ,, ... vadiname sekos
nariais, o x,, — bendruoju sekos nariu.

Skai¢iy seka zymésime {x,}. Skai¢iy sekos gali buti pateikiamos uzrasant sekos nariy
reikSmes, nurodant bendrojo sekos nario formule arba pateikiant taisykle, kuria vadovau-
jantis sudaroma skaiciy seka.



3.2 Atskiras seky atvejis — progresijos.

3.5 Apibrézimas. Aritmetine progresija vadinama tokia skai¢iy seka, kurios visiems
nariams teisinga lygybeé:
Gpi1 = Qp + d,

¢ian € N, o d — pastovus skai¢ius — progresijos skirtumas.
Is apibrézimo matyti, kad kiekvienas progresijos narys gali buti apskaic¢iuojamas pagal

formule:
a, = a1+ (n —1)d.

Aritmetinei progresijai nustatyti pakanka nurodyti jos pirmajji narj ir progresijos skirtuma.
n pirmyjy aritmetinés progresijos nariy sumos formulé:

ai + an
= n
2

Sn

3.6 Apibrézimas. Geometrine progresija vadinama tokia skaic¢iy seka, kurios visiems
nariams teisinga lygybeé:
bn+1 = bnqa

¢ian € N, o ¢ — pastovus skaiCius — progresijos vardiklis.
Is apibrézimo matyti, kad kiekvienas progresijos narys gali buti apskaic¢iuojamas pagal

formule:
bn = blqn_l'

Norédami nustatyti geometrine progresija turime nurodyti jos pirmajj narj ir progresijos
vardiklj. n pirmyjy geometrinés progresijos nariy sumos formulé:
. b1 + bnq

Sn,
1—gq

3.3 Sekos ribos apibrézimas. Nykstancios ir neapréztai didéjancios sekos.

3.7 Apibrézimas. Realyjj skai¢iy a € R vadiname skai¢iy sekos {x,, } riba, jei kiekvienam
teigiamam ¢ egzistuoja toks numeris N' € N, kad su kiekvienu n > N tenkinama nelygybé:

| z, —a|<e.
Tuomet rasome
lim z,, = a.
n—oo

3.8 Apibrézimas. Seka, kuri turi baigtine riba, vadinama konverguojancia. Nekonver-
guojancios sekos vadinamos diverguojanciomis.

3.9 Apibrézimas. Seka {z,} vadinama nykstancia seka ir raSoma

lim z, =0,
n—oo
jei kiekvienam teigiamam ¢ egzistuoja toks numeris N' € N, kad su kiekvienu n > N
tenkinama nelygybe:
|z, |< €.



3.10 Apibrézimas. Skai¢iy seka {z,} vadinama neapréztai didéjancia, jei kiekvienam
teigiamam E egzistuoja toks numeris N' € N, kad su kiekvienu n > N tenkinama
nelygybe:
| z, |> E.
RaSome
lim x, = oo.

n—oo

Jei kiekvienam teigiamam F egzistuoja toks numeris N € N, kad su kiekvienu n > N
tenkinama nelygybe:
T, > F,

tal

lim z, = +o0.
n—oo

Jei kiekvienam teigiamam F egzistuoja toks numeris N’ € N, kad su kiekvienu n > A
tenkinama nelygybe:
Ty, < —F,

tal

lim z,, = —o0.
n—oo

3.4 Teoremos apie sekas, turincias riba. Nykstanciy seky savybés.

3.1 Teorema. Jei seka {x,} konverguoja j a, 0o a > p (a < q), tai ir visi tos sekos nariai
pradedant tam tikru numeriu N yra didesni (maZesni) uz p(q).

Teorema su jrodymu.

3.2 Teorema. Jei seka {x,} konverguoja j a, o a >0 (a <0), tai ir visi tos sekos nariai
pradedant tam tikru numeriu N yra didesni (maZesni) uz 0.

Teorema su jrodymu.
3.3 Teorema. Duiejy nykstanciy seky suma, skirtumas, sandauga yra nykstancios sekos.
Teorema su jrodymu.

3.4 Teorema.

Apréztos ir nykstancios seky sandauga yra nykstanti seka.
Teorema su jrodymu.

3.5 Teorema. Jei visi nykstancios sekos elementai yra tarpusavyje lygus, tai tokia seka
sudaryta tik 1§ nuliy.

Teorema su jrodymu.
3.6 Teorema. Jei seka {,} nyksta, tai seka {-=} yra neapréztai didéjanti.

Teorema su jrodymu.



3.5 Seky riby savybés. Aritmetinés operacijos su sekomis, turin¢iomis ribg.
Sekos ribos egzistavimo teorema.

3.7 Teorema. Jei sekos {x,} riba yra skaicius a,o sekos {y,} — skaicius b ir su visais n
Tn = Yn, tai lygios ir Siy seky ribos, t. y. a =b.

Teorema su jrodymu.

3.8 Teorema. Jei sekos {x,} riba yra skaicius a, o ¢ € R ir egzistuoja toks numeris N,
kad su kiekvienu n > N tenkinama nelygybé x, < ¢ (v, = ¢), tai ir

lmz, <c¢ lim z, > c
n—oo n—oo

Teorema su jrodymu.

3.9 Teorema. Jei sekos {x,} riba yra skaicius a,o sekos {y,} — skaicius b ir su visais n
Tp 2 Yn, tai ir Sty seky ribos tenkina atitinkamq nelygybe, t. y. a > b.

Teorema su jrodymu.
3.10 Teorema. Jei sekos {x,} ir {yn} konverguoja ir turi tq pacig ribg, t. y.

lim x, = lim y, = a
n—oo n—o0o

ir egzistuoja toks numeris N € N, kad x, < z, < yn, kai n > N, tai tuomet ir seka {z,}

turt tg paciq ribg, t. y.

lim z, = a.
n—oo

Teorema su jrodymu.
3.11 Teorema. Jei sekos {x,} ir {y,} konverguoja, o

lim x, =a, lim y, =02,
n—oo n—oo

tat ir sekos
Tp

{Ta+unt, {xn—1un}, {Zn-un}, {y_}

n

konverguoja, o ju ribos yra
lim (z, + y,) =a+b, lim(z, —y,) =a—0b,
n—00 n—00

lim (z, - y,) =a-b, lim <ﬁ>:g b +#0.

n—oo n—oo yn

Teorema su jrodymu.

3.12 Teorema. Sekos ribos egzistavimo teorema. Tarkime, kad seka {z,} konver-
guoja. Tuomet:

1) egzistuoja vienintelé riba
lim z,,
n—oo
2) seka {x,} yra apréita.
Teorema su jrodymu.

Pastaba. Jei seka konverguoja, tai ji yra aprézta, bet jei seka aprézta, tai ji nebutinai
konverguoja.



3.6 Monotoninés sekos. Fundamentaliosios sekos

3.11 Apibrézimas. Jei su visomis n reikSmémis x,, < x,., arba x, > x,.1, arba
Tp < ZTpy1, arba x, > x,,1, tai seka {z,} vadinama atitinkamai didéjancia, mazéjancia,
nemazéjancia, nedidéjancia. Didéjancios, mazéjancios sekos dar vadinamos grieztai mono-
toninémis.

Sekos monotoniskuma galima nustatyti dviem budais:

1) tiriant santykj

Tn
Tn+1
jei visiems n xx—il > 1, tai turime, kad x,, > x,,,1, o tai reiskia, kad seka yra mazéjanti,
n
jel visiems n xx—il < 1, tai turime, kad z,, < z,41, o tai reiskia, kad seka yra didéjanti.
n

2) tiriant skirtuma
Tnt1 — Tyt

jei visiems n = xp41 — o, > 0, tai turime, kad x,, < z,.1, o tai reiSkia, kad seka yra
didéjanti;
jei visiems n = x,41 — x, < 0, tai turime, kad x,, > x,.1, o tai reiskia, kad seka yra
mazejanti.

3.13 Teorema. Pagrindiné teorema apie motnotoninés sekos ribg. Jei nemazéjants
(nedidéjanti) seka aprézta is virsaus (i§ apacios), tai ji konverguoja.

Teorema su jrodymu.

Pastaba. Konverguojanti seka nebutinai yra monotonine.

3.12 Apibrézimas. Skai¢iy seka {z,} vadinama fundamentaligja arba Kosi seka, jei
kiekvienam teigiamam ¢ egzistuoja toks numeris N' € N, kad su kiekvienu n > A ir su
kiekvienu m > N (m # n) tenkinama nelygybé:

| T — | < €.
Tuomet raSome
lim z,, = a.
n—oo
Fundamentaliosios sekos naudojamos norint istirti seky konvergavima.

3.14 Teorema. Seka konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra fundamentali.

Teorema su jrodymu.



3.7 ldétieji intervalai. Posekiai ir jy ribos

3.13 Apibrézimas. Intervaly seka [aq,b1], [ag,bo], ..., [an,by], ... yra vadinama jdétyjy
intervaly seka, jei:

1) kiekvienas intervalas yra jdétas j pries jj einantj intervala, t. y. a, < @ni1, 0 bpy1 < by,
2) n- ojo intervalo ilgis artéja j 0, kai n — oc.

3.15 Teorema. Kickvienai jdéetyjy intervaly sekai egzistuoja vienintelis skaicius priklau-
santis visiems intervalams.

Teorema su jrodymu.

3.14 Apibrézimas. Jei turime seka {x,}, tai i§ jos iSrinke seka z,,,, Tp,, ..., Tn,, ... tokia,
kad {n;} yra didéjanti naturaliyjy skaic¢iy seka n; < ng < ... < np < ..., gauname seka
{zy, }, kuri vadinama sekos {x,} posekiu.

3.15 Apibrézimas. Konverguojancios sekos {z, } posekio {z,, } riba yra vadinama daline
sekos riba.

3.16 Apibrézimas. Skaiciy sekos {z,} daliné riba a yra vadinama sekos {z,} virSutine
riba, jei kiekviena kita daliné riba yra ne didesné uz a. Tuomet rasome

lim z,, = a.
n—oo

3.17 Apibrézimas. Skai¢iy sekos {z,} daliné riba b yra vadinama sekos {z,} apatine
riba, jei kiekviena kita daliné riba yra ne mazesné uz b. Tuomet rasome

lim z,, = a.
n—oo

Lema 1. Jei seka konverquoja ir turi ribg lygiq skaiciui a, tai ir kiekvienas tos sekos
posekis konverguoja ir turi tq paciq ribg.

3.16 Teorema. Seka turi ribg tada ir tik tada, kai jos apatiné riba lygi virsutines ribai.

3.17 Teorema. Bolcano — Vejerstraso. IS kiekvienos apréztos sekos galima isskirts
konverguojanty posek;.

Teorema su jrodymu.

3.8 Neapibréztumai. Seky riby formulés

Riby teorijoje gana dazna tokia situacija, kai aritmetinj reiskinj sudaranciy atskiry reiskiniy
ribos yra zinomos, bet apie viso reiskinio riba nieko konkretaus negalime pasakyti. Tokie
atvejai vadinami neapibréztumais.

L.
lim z, =0
n—oo
ir
lim y, =0,
n—oo

taciau santykio Z—” riba, kai n — oo gali buti lygi 0, oo arba neegzituoja. Todél
0

(6) vadinamas neapibréztumu. Kiekvienu atveju rezultatas priklauso nuo konkreciy

seky {z,} ir {y,}.



IT.

III.

IV.

lim z, = c©
n—o0o

ir
lim y, = oo,
n—oo

taciau santykio = riba, kai n — oo neapibrézta, t. y. (E) neapibréztumas.
Yn e’}

lim z,, = c©
n—oo

ir

lim y,, = oo,
n—oo

taciau skirtumo z,,—y, riba, kai n — oo neapibrézta, t. y. (0o — 00) neapibréztumas.

lim z, =0
n—oo

ir

lim y, = oo,
n—oo

tatiau sandaugos ,y, riba, kai n — oo yra neapibrézta, t. y. (0 - oo) neapibréztumas.

Pagrindinés skaiciy seky ribos:

1 n
1. lim <1 + —) =e, Cla e=2,718281828... —iracionalusis skaicius.
n

n—o0

2. lim - = 0,Yq > 1.

n—00 q”

3. lim /n=1.

n—o0

4. lim /a = 1,Va > 0.

n—00
k

5. lim = = 0,Yk € N,Va > 1.

n—oo q"

6. lim ¢"=0,|¢q|< 1.
n—oo

Jei ¢ — bet koks baigtinis skai¢ius, o f(n) — oo, kai n — oo tai:

lim ¢ =c.
n—o0

lim ()

n—oo C




