
3 Tre£ioji savait
e. Skai£iu� sekos ir ju� ribos�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Ta²ko aplinka. Skai£iu� sekos samprata.2. Atskiras seku� atvejis � progresijos.3. Sekos ribos apibr
eºimas. Nykstan£ios ir neapr
eºtai did
ejan£ios sekos.4. Teoremos apie sekas, turin£ias rib¡. Nykstan£iu� seku� savyb
es.5. Seku� ribu� savyb
es. Aritmetin
es operacijos su sekomis, turin£iomis rib¡. Sekos ribosegzistavimo teorema.6. Monotonin
es sekos. Fundamentaliosios sekos.7. I�d
etieji intervalai. Posekiai ir ju� ribos.8. Neapibr
eºtumai. Seku� ribu� formul
es.3.1 Ta²ko aplinka. Skai£iu� sekos samprata3.1 Apibr
eºimas. Ta²ko a ε-aplinka vadinamas intervalas (a−ε, a+ε). Ta²ko a ε-aplinkaºymima Uε
aI² apibr
eºimo matyti, kad ta²ko a ε � aplinkai priklauso visos realiosios x reik²m
es,kurioms teisinga nelygyb
e:

a− ε < x < a+ ε.3.2 Apibr
eºimas. Ta²ko x = +∞ ε-aplinka (ºym. Uε
+∞

) vadinamas intervalas (ε,+∞).3.3 Apibr
eºimas. Ta²ko x = −∞ ε-aplinka (ºym. Uε
−∞

) vadinamas intervalas (−∞,−ε).Apibendrin¦ pastaruosius du apibr
eºmus, turime, kad begalinio ta²ko ε-aplinka (ºym.
Uε
∞
) vadinama intervalu� (−∞,−ε) ir (ε,+∞) suma, t. y. aib
e tokiu� realiu�ju� reik²miu� x,kurioms teisinga nelygyb
e: |x| > ε.3.4 Apibr
eºimas. Funkcij¡ f(n) = xn, kuri kiekvienam nat	uraliajam skai£iui priskiriarealu�ji� skai£iu�, vadiname skai£iu� seka. Funkcijos reik²mes x1, x2, ..., xn, ... vadiname sekosnariais, o xn � bendruoju sekos nariu.Skai£iu� sek¡ ºym
esime {xn}. Skai£iu� sekos gali b	uti pateikiamos uºra²ant sekos nariu�reik²mes, nurodant bendrojo sekos nario formul¦ arba pateikiant taisykl¦, kuria vadovau-jantis sudaroma skai£iu� seka.



3.2 Atskiras seku� atvejis � progresijos.3.5 Apibr
eºimas. Aritmetine progresija vadinama tokia skai£iu� seka, kurios visiemsnariams teisinga lygyb
e:
an+1 = an + d,£ia n ∈ N , o d � pastovus skai£ius � progresijos skirtumas.I² apibr
eºimo matyti, kad kiekvienas progresijos narys gali b	uti apskai£iuojamas pagalformul¦:

an = a1 + (n− 1)d.Aritmetinei progresijai nustatyti pakanka nurodyti jos pirm¡ji� nari� ir progresijos skirtum¡.
n pirmu�ju� aritmetin
es progresijos nariu� sumos formul
e:

Sn =
a1 + an

2
n.3.6 Apibr
eºimas. Geometrine progresija vadinama tokia skai£iu� seka, kurios visiemsnariams teisinga lygyb
e:

bn+1 = bnq,£ia n ∈ N , o q � pastovus skai£ius � progresijos vardiklis.I² apibr
eºimo matyti, kad kiekvienas progresijos narys gali b	uti apskai£iuojamas pagalformul¦:
bn = b1q

n−1.Nor
edami nustatyti geometrin¦ progresij¡ turime nurodyti jos pirm¡ji� nari� ir progresijosvardikli�. n pirmu�ju� geometrin
es progresijos nariu� sumos formul
e:
Sn =

b1 + bnq

1− q
.3.3 Sekos ribos apibr
eºimas. Nykstan£ios ir neapr
eºtai did
ejan£ios sekos.3.7 Apibr
eºimas. Realu�ji� skai£iu� a ∈ R vadiname skai£iu� sekos {xn} riba, jei kiekvienamteigiamam ε egzistuoja toks numerisN ∈ N , kad su kiekvienu n > N tenkinama nelygyb
e:

| xn − a |< ε.Tuomet ra²ome
lim
n→∞

xn = a.3.8 Apibr
eºimas. Seka, kuri turi baigtin¦ rib¡, vadinama konverguojan£ia. Nekonver-guojan£ios sekos vadinamos diverguojan£iomis.3.9 Apibr
eºimas. Seka {xn} vadinama nykstan£ia seka ir ra²oma
lim
n→∞

xn = 0,jei kiekvienam teigiamam ε egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad su kiekvienu n > Ntenkinama nelygyb
e:
| xn |< ε.



3.10 Apibr
eºimas. Skai£iu� seka {xn} vadinama neapr
eºtai did
ejan£ia, jei kiekvienamteigiamam E egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad su kiekvienu n > N tenkinamanelygyb
e:
| xn |> E.Ra²ome
lim
n→∞

xn = ∞.Jei kiekvienam teigiamam E egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad su kiekvienu n > Ntenkinama nelygyb
e:
xn > E,tai

lim
n→∞

xn = +∞.Jei kiekvienam teigiamam E egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad su kiekvienu n > Ntenkinama nelygyb
e:
xn < −E,tai

lim
n→∞

xn = −∞.3.4 Teoremos apie sekas, turin£ias rib¡. Nykstan£iu� seku� savyb
es.3.1 Teorema. Jei seka {xn} konverguoja i� a, o a > p (a < q), tai ir visi tos sekos nariaipradedant tam tikru numeriu N yra didesni (maºesni) uº p(q).Teorema su i�rodymu.3.2 Teorema. Jei seka {xn} konverguoja i� a, o a > 0 (a < 0), tai ir visi tos sekos nariaipradedant tam tikru numeriu N yra didesni (maºesni) uº 0.Teorema su i�rodymu.3.3 Teorema. Dvieju� nykstan£iu� seku� suma, skirtumas, sandauga yra nykstan£ios sekos.Teorema su i�rodymu.3.4 Teorema.Apr
eºtos ir nykstan£ios seku� sandauga yra nykstanti seka.Teorema su i�rodymu.3.5 Teorema. Jei visi nykstan£ios sekos elementai yra tarpusavyje lyg	us, tai tokia sekasudaryta tik i² nuliu�.Teorema su i�rodymu.3.6 Teorema. Jei seka {αn} nyksta, tai seka { 1

αn
} yra neapr
eºtai did
ejanti.Teorema su i�rodymu.



3.5 Seku� ribu� savyb
es. Aritmetin
es operacijos su sekomis, turin£iomis rib¡.Sekos ribos egzistavimo teorema.3.7 Teorema. Jei sekos {xn} riba yra skai£ius a,o sekos {yn} � skai£ius b ir su visais n
xn = yn, tai lygios ir ²iu� seku� ribos, t. y. a = b.Teorema su i�rodymu.3.8 Teorema. Jei sekos {xn} riba yra skai£ius a, o c ∈ R ir egzistuoja toks numeris N ,kad su kiekvienu n > N tenkinama nelygyb
e xn 6 c (xn > c), tai ir

lim
n→∞

xn 6 c lim
n→∞

xn > c.Teorema su i�rodymu.3.9 Teorema. Jei sekos {xn} riba yra skai£ius a,o sekos {yn} � skai£ius b ir su visais n
xn > yn, tai ir ²iu� seku� ribos tenkina atitinkam¡ nelygyb¦, t. y. a > b.Teorema su i�rodymu.3.10 Teorema. Jei sekos {xn} ir {yn} konverguoja ir turi t¡ pa£i¡ rib¡, t. y.

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = air egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad xn ≤ zn ≤ yn, kai n > N , tai tuomet ir seka {zn}turi t¡ pa£i¡ rib¡, t. y.
lim
n→∞

zn = a.Teorema su i�rodymu.3.11 Teorema. Jei sekos {xn} ir {yn} konverguoja, o
lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b,tai ir sekos
{xn + yn}, {xn − yn}, {xn · yn},

{xn

yn

}konverguoja, o ju� ribos yra
lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b, lim
n→∞

(xn − yn) = a− b,

lim
n→∞

(xn · yn) = a · b, lim
n→∞

(xn

yn

)

=
a

b
, b 6= 0.Teorema su i�rodymu.3.12 Teorema. Sekos ribos egzistavimo teorema. Tarkime, kad seka {xn} konver-guoja. Tuomet:1) egzistuoja vienintel
e riba

lim
n→∞

xn,2) seka {xn} yra apr
eºta.Teorema su i�rodymu.Pastaba. Jei seka konverguoja, tai ji yra apr
eºta, bet jei seka apr
eºta, tai ji neb	utinaikonverguoja.



3.6 Monotonin
es sekos. Fundamentaliosios sekos3.11 Apibr
eºimas. Jei su visomis n reik²m
emis xn < xn+1 arba xn > xn+1, arba
xn 6 xn+1, arba xn > xn+1, tai seka {xn} vadinama atitinkamai did
ejan£ia, maº
ejan£ia,nemaº
ejan£ia, nedid
ejan£ia. Did
ejan£ios, maº
ejan£ios sekos dar vadinamos grieºtai mono-tonin
emis.Sekos monotoni²kum¡ galima nustatyti dviem b	udais:1) tiriant santyki�

xn

xn+1

:jei visiems n xn

xn+1
> 1, tai turime, kad xn > xn+1, o tai rei²kia, kad seka yra maº
ejanti;jei visiems n xn

xn+1
< 1, tai turime, kad xn < xn+1, o tai rei²kia, kad seka yra did
ejanti.2) tiriant skirtum¡

xn+1 − xn :jei visiems n xn+1 − xn > 0, tai turime, kad xn < xn+1, o tai rei²kia, kad seka yradid
ejanti;jei visiems n xn+1 − xn < 0, tai turime, kad xn > xn+1, o tai rei²kia, kad seka yramaº
ejanti.3.13 Teorema. Pagrindin
e teorema apie motnotonin
es sekos rib¡. Jei nemaº
ejanti(nedid
ejanti) seka apr
eºta i² vir²aus (i² apa£ios), tai ji konverguoja.Teorema su i�rodymu.Pastaba. Konverguojanti seka neb	utinai yra monotonin
e.3.12 Apibr
eºimas. Skai£iu� seka {xn} vadinama fundamentali¡ja arba Ko²i seka, jeikiekvienam teigiamam ε egzistuoja toks numeris N ∈ N , kad su kiekvienu n > N ir sukiekvienu m > N (m 6= n) tenkinama nelygyb
e:
| xm − xn |< ε.Tuomet ra²ome
lim
n→∞

xn = a.Fundamentaliosios sekos naudojamos norint i²tirti seku� konvergavim¡.3.14 Teorema. Seka konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra fundamentali.Teorema su i�rodymu.



3.7 I�d
etieji intervalai. Posekiai ir ju� ribos3.13 Apibr
eºimas. Intervalu� seka [a1, b1], [a2, b2], ..., [an, bn], ... yra vadinama i�d
etu�ju�intervalu� seka, jei:1) kiekvienas intervalas yra i�d
etas i� prie² ji� einanti� interval¡, t. y. an 6 an+1, o bn+1 6 bn,2) n- ojo intervalo ilgis art
eja i� 0, kai n → ∞.3.15 Teorema. Kiekvienai i�d
etu�ju� intervalu� sekai egzistuoja vienintelis skai£ius priklau-santis visiems intervalams.Teorema su i�rodymu.3.14 Apibr
eºimas. Jei turime sek¡ {xn}, tai i² jos i²rink¦ sek¡ xn1
, xn2

, ..., xnk
, ... toki¡,kad {nk} yra did
ejanti nat	uraliu�ju� skai£iu� seka n1 < n2 < ... < nk < ..., gauname sek¡

{xnk
}, kuri vadinama sekos {xn} posekiu.3.15 Apibr
eºimas. Konverguojan£ios sekos {xn} posekio {xnk

} riba yra vadinama dalinesekos riba.3.16 Apibr
eºimas. Skai£iu� sekos {xn} dalin
e riba a yra vadinama sekos {xn} vir²utineriba, jei kiekviena kita dalin
e riba yra ne didesn
e uº a. Tuomet ra²ome
lim
n→∞

xn = a.3.17 Apibr
eºimas. Skai£iu� sekos {xn} dalin
e riba b yra vadinama sekos {xn} apatineriba, jei kiekviena kita dalin
e riba yra ne maºesn
e uº b. Tuomet ra²ome
lim
n→∞

xn = a.Lema 1. Jei seka konverguoja ir turi rib¡ lygi¡ skai£iui a, tai ir kiekvienas tos sekosposekis konverguoja ir turi t¡ pa£i¡ rib¡.3.16 Teorema. Seka turi rib¡ tada ir tik tada, kai jos apatin
e riba lygi vir²utinei ribai.3.17 Teorema. Bolcano � Vejer²traso. I² kiekvienos apr
eºtos sekos galima i²skirtikonverguojanti� poseki�.Teorema su i�rodymu.3.8 Neapibr
eºtumai. Seku� ribu� formul
esRibu� teorijoje gana daºna tokia situacija, kai aritmetini� rei²kini� sudaran£iu� atskiru� rei²kiniu�ribos yra ºinomos, bet apie viso rei²kinio rib¡ nieko konkretaus negalime pasakyti. Tokieatvejai vadinami neapibr
eºtumais.I.
lim
n→∞

xn = 0ir
lim
n→∞

yn = 0,ta£iau santykio xn

yn
riba, kai n → ∞ gali b	uti lygi 0, ∞ arba neegzituoja. Tod
el

(

0

0

) vadinamas neapibr
eºtumu. Kiekvienu atveju rezultatas priklauso nuo konkre£iu�seku� {xn} ir {yn}.



II.
lim
n→∞

xn = ∞ir
lim
n→∞

yn = ∞,ta£iau santykio xn

yn
riba, kai n → ∞ neapibr
eºta, t. y. (∞

∞

) neapibr
eºtumas.III.
lim
n→∞

xn = ∞ir
lim
n→∞

yn = ∞,ta£iau skirtumo xn−yn riba, kai n → ∞ neapibr
eºta, t. y. (∞−∞) neapibr
eºtumas.IV.
lim
n→∞

xn = 0ir
lim
n→∞

yn = ∞,ta£iau sandaugos xnyn riba, kai n → ∞ yra neapibr
eºta, t. y. (0 · ∞) neapibr
eºtumas.Pagrindin
es skai£iu� seku� ribos:
1. lim

n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e, £ia e ≈ 2, 718281828... � iracionalusis skai£ius.
2. lim

n→∞

n

qn
= 0, ∀q > 1.

3. lim
n→∞

n
√
n = 1.

4. lim
n→∞

n
√
a = 1, ∀a > 0.

5. lim
n→∞

nk

an
= 0, ∀k ∈ N, ∀a > 1.

6. lim
n→∞

qn = 0, | q |< 1.Jei c � bet koks baigtinis skai£ius, o f(n) → ∞, kai n → ∞ tai:1.
lim
n→∞

c = c.2.
lim
n→∞

f(n)

c
= ∞,3.

lim
n→∞

c

f(n)
= 0.


