
2 Antroji savait
e. Skai£iu� aib
es�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e. Peano aksiomu� sistema.2. Matematin
es indukcijos principas ir jo taikymas.3. Sveiku�ju� skai£iu� aib
e.4. Racionaliu�ju� skai£iu� aib
e.5. Iracionalieji skai£iai. Realiu�ju� skai£iu� aib
e.6. Archimedo aksioma. Tiksliojo vir²utinio (apatinio) r
eºio aksioma.7. Realiu�ju� skai£iu� savyb
es ir veiksmai. Dedekindo teorema. Intervalai. Absoliutiniu�dydºiu� savyb
es.2.1 Nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e. Peano aksiomu� sistemaSkai£iaus s¡voka yra viena svarbiausiu� matematikos s¡voku�. Nat	uralieji skai£iainuolatos sutinkami kasdien
eje veikloje ir savaime suprantami. Ta£iau gana graºus iraksiomatinis ²ios skai£iu� aib
es apibr
eºimas. Paºym
esime, kad tokiu� apibr
eºimu� yra nevienas. Mes aptarsime Dºiuzep
es Peano aksiomu� sistem¡. 1891 m. paskelbta ²io matem-atiko aksiomu� sistema apibr
eºianti nat	uraliuosius skai£ius.2.1 Apibr
eºimas. Nat	uraliaisiais skai£iais vadiname kiekvienos netu²£ios aib
es N ele-mentus, jei aib
eje apibr
eºtas s¡ry²is �eina po� turintis savybes:1. Yra toks skai£ius, kuris neina po jokio kito skai£iaus. Tai � 1.2. Po kiekvieno skai£iaus eina vienas ir tik vienas skai£ius.3. Kiekvienas skai£ius eina ne daugiau kaip po vieno skai£iaus.4. Bet kuris aib
es N poaibis M , kuriam teisingi ²ie teiginiai:a) 1 ∈ M ,b) jei a ∈ M , tai ir po jo einantis skai£ius priklauso M ,sutampa su aibe N .2.1 Teorema. Peano aksiomu� sistema apibr
eºta nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e yra begalin
e.Teorema su i�rodymu.



2.2 Matematin
es indukcijos principas ir jo taikymasSu nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
es savyb
emis susij¦s nuo antikos laiku� ºinomas matematiniu�teiginiu� i�rodymo b	udas � matematin
e indukcija. Ta£iau tiksli jos formuluot
e priskiriamaR. Dedekindui.2.2 Apibr
eºimas. Indukcija � tai per
ejimas nuo daliniu� teiginiu� prie bendru�ju�.2.3 Apibr
eºimas. Dedukcija � tai per
ejimas nuo bendru�ju� teiginiu� prie daliniu�.Tokiu b	udu, taikant indukcij¡ nor
etu�si patikrinti visus dalinius teiginius. �iuo atvejuindukcija vadinama piln¡ja indukcija. Ta£iau daugeliu atveju� pilnosios indukcijos taiky-mas yra komplikuotas. Tuomet taikoma nepilnoji indukcija, kuri negarantuoja, kad nebuspadaryta klaidu�. Daugeli� matematiniu� teiginiu� galima i�rodyti vadovaujantis vadinamuojumatematin
es indukcijos principu.2.2 Teorema. Matematin
es indukcijos principas.Teiginys (∀n ∈ N ) T (n) yra teisingas, jei:1) T (1) � teisingas,2) (∀k ∈ N ) T (k) ⇒ T (k + 1) � teisingas teiginys.Teorema su i�rodymu. N skai£iu� aib
eje apibr
eºiami du veiksmai: sud
etis ir daugyba.2.4 Apibr
eºimas. Nat	uraliu�ju� skai£iu� n,m ∈ N sud
etis apibr
eºiama taip:1) n′ = n+ 1,2) m+ n′ = (m+ n)′.2.5 Apibr
eºimas. Nat	uraliu�ju� skai£iu� n,m ∈ N daugyba apibr
eºiama taip:1) m · 1 = m,2) m · n′ = mn +m.Ta£iau vien tik nat	uraliu�ju� skai£iu� neuºtenka.2.3 Sveiku�ju� skai£iu� aib
eSveiku�ju� skai£iu� aib¦ gauname prapl
esdami nat	uraliu�ju� skai£iu� aib¦ tokiu b	udu: Z =
N− ∪ 0 ∪ N . �ia N � nat	uralieji skai£iai � vadinami , sveikaisiais teigiamais skai£iais,
N− � nat	uralieji skai£iai su minuso ºenklu � vadinami sveikaisiais neigiamais skai£iais irelementas 0 vadinamas nuliu.2.6 Apibr
eºimas. Sveikojo skai£iaus absoliutinis didumas (modulis) apibr
eºiamas taip:
|m| =







m, m ∈ N ;
0, m = 0;
n, m = −n, n ∈ N .Sveiku�ju� skai£iu� aib
eje taip pat apibr
eºiamos dvi aritmetin
es operacijos: sud
etis irdaugyba.



2.7 Apibr
eºimas. Sud
etis:1) jei m,n ∈ N , tai m+ n,2) jei m ∈ Z, o n = 0, tai m+ n = n+m = m,3) jei n ∈ N , o m ∈ N− ir |m| < n, tai m+ n = n+m = n− |m|,4) jei n ∈ N , o m ∈ N− ir |m| > n, tai m+ n = n+m = −(|m| − n),5) jei n ∈ N , o m ∈ N− ir m = n, tai m+ n = n +m = 0,6) jei n ∈ N− ir m ∈ N−, tai m+ n = n+m = −(|m|+ |n|).Norint dauginti sveikuosius skai£ius pirmiausia i�vedama skai£iaus ºenklo s¡voka irapibr
eºiama, kaip reikia dauginti ²iuos ºenklus. �enklu suprantamas + arba − prira²ytasprie² nat	uralu�ji� skai£iu�. Paºym
ekime z
m

skai£iaus m ∈ Z ºenkl¡. Tuomet z
m

= +, kai
m ∈ N , o z

m
= −, kai m ∈ N−. Skai£iui 0 ºenklas nepriskiriamas. Vadinasi kiekvienassveikasis skai£ius gali b	uti nustatomas ºenklu ir skai£iaus moduliu, t. y. m = z

m
· |m|.�enklu� daugybai b	udinga tai, kad sudaugin¦ du vienodus ºenklus visada gauname +, osudaugin¦ prie²ingus ºenklus � −.2.8 Apibr
eºimas. Daugyba:1) jei m ∈ Z, tai m · 0 = 0,2) jei m, s ∈ Z ir m 6= 0, s 6= 0, tai m · s = (z

m
· z

s
) · |m||s|.Ta£iau net ir tur
edami sveikuosius skai£ius dar negalime i²spr¦sti daugelio uºdaviniu�.Atsiranda poreikis prapl
esti sveiku�ju� skai£iu� aib¦. Taip atsiranda racionalieji skai£iai.2.4 Racionaliu�ju� skai£iu� aib
eSudarykime aib¦ Q =

{

m

n
, m ∈ Z, n ∈ N

}, kurios elementus vadinsime trupmenomis.Sutarta trupmenas m1

n1

ir m2

n2

laikyti lygiomis, jei m1n2 = m2n1, ir visas lygias trupmenasºym
eti vienu racionaliuoju skai£iumi.2.3 Teorema. Racionaliu�ju� skai£iu� aib
e yra tir²ta.Teorema su i�rodymu. Racionaliu�ju� skai£iu� (a, b, c ∈ Q) aib
es elementu� savyb
es:1) a+ b = b+ a,2) ab = ba,3) (a+ b) + c = a+ (b+ c),4) (ab)c = a(bc),5) (a+ b)c = ac+ bc,6) ac = bc, o c 6= 0, tai a = b,7) jei a < b, tai a+ c < b+ c,8) jei a < b, o c > 0, tai ac < bc.Racionaliu�ju� skai£iu� aib
es vis dar neuºtenka.



2.5 Iracionalieji skai£iai. Realiu�ju� skai£iu� aib
eRemdamiesi Dedekindo pj	uviu� teorija i�vedame iracionaliuosius skai£ius.2.9 Apibr
eºimas. Racionaliu�ju� skai£iu� aib
es Q suskirstymas i� dvi netu²£ias aibes A ir
V vadinamas pj	uviu, jei:1) kiekvienas racionalusis skai£ius patenka i� vien¡ i² dvieju� sudarytu�ju� aibiu�,2) kiekvienas aib
es A skai£ius yra maºesnis uº bet kuri� aib
es V skai£iu�.Tuomet aib
e A vadinama apatine, o aib
e V � vir²utine pj	uvio klas
emis.2.10 Apibr
eºimas. Racionaliu�ju� skai£iu� aib
esQ pj	uviai, kuriu� apatin
e klas
e neturi didºi-ausio elemento, o vir²utin
e klas
e neturi maºiausio elemento yra vadinami iracionaliaisiaisskai£iais.Tokiu b	udu iracionalieji skai£iai tarsi i�terpiami tarp visu� apatin
es ir visu� vir²utin
espj	uvio klasiu� elementu�. Realiu�ju� skai£iu� aib
e apima racionaliuosius ir iracionaliuosiusskai£ius, t. y. R = Q ∪ I. Realiu�ju� skai£iu� aib
e sutvarkoma vadovaujantis ²iomistaisykl
emis:1) α = β, jei sutampa skai£iu� α ir β pj	uviai,2) α > β, jei skai£iaus α apatinis pj	uvis apima vis¡ skai£iaus β apatini� pj	uvi� ir su juonesutampa.Realiu�ju� skai£iu� aib
eje teisingos tokios teoremos (su i�rodymais):2.4 Teorema. Jei α, β ∈ R, tai α = β arba α < β, arba α > β.2.5 Teorema. Jei α, β, γ ∈ R ir α > β, o β > γ, tai α > γ.2.6 Archimedo aksioma. Tiksliojo vir²utinio (apatinio) r
eºio aksioma2.6 Teorema. Koks beb	utu� skai£ius a > 0, egzistuoja n ∈ N , kuris yra didesnis uº a.Nagrin
ekime netu²£i¡ realiu�ju� skai£iu� aib
es poaibi� A.2.11 Apibr
eºimas. Jei visiems x ∈ A egzistuoja α ∈ R toks, kad x 6 α, tai α yravadinamas aib
es A vir²utiniu r
eºiu.2.12 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja aib
es vir²utinis r
eºis, tai ji vadinama apr
eºta i² vir²aus.2.13 Apibr
eºimas. Jei visiems x ∈ A egzistuoja β ∈ R toks, kad x > β, tai β yravadinamas aib
es A apatiniu r
eºiu.2.14 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja aib
es apatinis r
eºis, tai ji vadinama apr
eºta i² apa£ios.2.15 Apibr
eºimas. Aib
e vadinama apr
eºta, jei ji yra apr
eºta ir i² vir²aus, ir i² apa£ios.2.16 Apibr
eºimas. Jei α � aib
es A vir²utinis r
eºis, o bet kuris kitas vir²utinis r
eºis α1yra toks, kad α1 > α, tai α vadinamas aib
es A tiksliuoju vir²utiniu r
eºiu.2.17 Apibr
eºimas. Jei β � aib
es A apatinis r
eºis, o bet kuris kitas apatinis r
eºis β1 yratoks, kad β1 6 β, tai β vadinamas aib
es A tiksliuoju apatiniu r
eºiu.2.7 Teorema. Tiksliojo vir²utinio (apatinio) r
eºio teorema.Jei aib
e A apr
eºta i² vir²aus (i² apa£ios), tai ji turi tikslu�ji� vir²utini� (apatini�) r
eºi�.Teorema su i�rodymu.



2.7 Realiu�ju� skai£iu� savyb
es ir veiksmai. Dedekindo teorema. Intervalai.Absoliutiniu� dydºiu� savyb
es.1 lema. Tarp dvieju� realiu�ju� skai£iu� yra racionalusis skai£ius.2 lema. Jei α, β ∈ R ir su visais ε > 0 tenkina nelygybes
r 6 α 6 r′, r 6 β 6 r′,£ia r, r′ ∈ Q ir r′ − r < ε, tai skai£iai α ir β yra lyg	us.2.8 Teorema. Dedekindo teorema.Bet kuriam realiu�ju� skai£iu� aib
es pj	uviui pj	uvio ta²kas yra realusis skai£ius, kuris yra:1) arba didºiausias apatin
eje klas
eje,2) arba maºiausias vir²utin
eje klas
eje.Realiu�ju� skai£iu� veiksmai.Tarkime, kad turime du realiuosius skai£ius α ir β:
a < α < a′, b < β < b′,£ia a, a′, b, b′ ∈ Q.2.18 Apibr
eºimas. Skai£iu� α ir β sud
eties operacija apibr
eºiama taip:
a+ b < α + β < a′ + b′,o skai£ius α + β vadinamas realiu�ju� skai£iu� α ir β suma.2.19 Apibr
eºimas. Skai£iu� α ir β daugybos operacija apibr
eºiama taip:

ab < αβ < a′b′,o skai£ius αβ vadinamas realiu�ju� skai£iu� α ir β sandauga.Kai kurios sud
eties operacijos savyb
es:1) α + β = β + α,2) (α + β) + γ = α + (β + γ),3) α + 0 = α,4) α + (−α) = 0,5) jei α > β, tai α + γ > β + γ.Kai kurios daugybos operacijos savyb
es:1) αβ = βα,2) (αβ)γ = α(βγ),3) α · 1 = α,



4) (α + β)γ = αγ + βγ,5) jei α > β ir γ > 0, tai αγ > βγ.Keletas nelygybiu� su moduliais:1) |α + β| 6 |α|+ |β|,2) |α− β| 6 |α|+ |β|,3) |α + β| > |α| − |β|,4) ||α| − |β|| 6 |α− β|.


