2 Antroji savaite. Skaiciy aibés
gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Naturaliyjy skaiciy aibé. Peano aksiomy sistema.
2. Matematinés indukcijos principas ir jo taikymas.
3. Sveikyjy skaiciy aibeé.
4. Racionaliyjy skaic¢iy aibeé.
5. Iracionalieji skaiciai. Realiyjy skaiciy aibe.
6. Archimedo aksioma. Tiksliojo virSutinio (apatinio) rézio aksioma.
7. Realiyjy skaic¢iy savybeés ir veiksmai. Dedekindo teorema. Intervalai. Absoliutiniy

dydziy savybeés.

2.1 Naturaliyjy skai¢iy aibé. Peano aksiomy sistema

SkaiCiaus savoka yra viena svarbiausiy matematikos savoky. Naturalieji skaiciai
nuolatos sutinkami kasdienéje veikloje ir savaime suprantami. Taciau gana grazus ir
aksiomatinis Sios skai¢iy aibés apibrézimas. Pazymeésime, kad tokiy apibrézimy yra ne
vienas. Mes aptarsime Dziuzepés Peano aksiomy sistema. 1891 m. paskelbta $io matem-
atiko aksiomy sistema apibrézianti naturaliuosius skaicius.

2.1 Apibrézimas. Naturaliaisiais skaic¢iais vadiname kiekvienos netuscios aibés N ele-
mentus, jei aibéje apibréztas sarysis ,eina po“ turintis savybes:

1. Yra toks skaicius, kuris neina po jokio kito skaiciaus. Tai — 1.
2. Po kiekvieno skaicCiaus eina vienas ir tik vienas skaicius.

3. Kiekvienas skaicius eina ne daugiau kaip po vieno skaiciaus.
4. Bet kuris aibés N poaibis M, kuriam teisingi Sie teiginiai:

a) 1e M,

b) jei a € M, tai ir po jo einantis skai¢ius priklauso M,
sutampa su aibe .
2.1 Teorema. Peano aksiomy sistema apibréZta naturaliyjy skaiciy aibé yra begaline.

Teorema su jrodymu.



2.2 Matematinés indukcijos principas ir jo taikymas

Su naturaliyjy skaiciy aibés savybémis susijes nuo antikos laiky Zinomas matematiniy
teiginiy jrodymo budas — matematiné indukcija. Taciau tiksli jos formuluoté priskiriama
R. Dedekindui.

2.2 Apibrézimas. Indukcija — tai peréjimas nuo daliniy teiginiy prie bendryjy.
2.3 Apibrézimas. Dedukcija — tai peréjimas nuo bendryjy teiginiy prie daliniy.

Tokiu budu, taikant indukcija norétysi patikrinti visus dalinius teiginius. Siuo atveju
indukcija vadinama pilngja indukcija. Taciau daugeliu atvejy pilnosios indukcijos taiky-
mas yra komplikuotas. Tuomet taikoma nepilnoji indukcija, kuri negarantuoja, kad nebus
padaryta klaidy. Daugeli matematiniy teiginiy galima jrodyti vadovaujantis vadinamuoju
matematines indukcijos principu.

2.2 Teorema. Matematinés indukcijos principas.
Teiginys (VYn € N') T(n) yra teisingas, jei:

1) T(1) - teisingas,
2) (Vk e N) T(k) = T(k+1) — teisingas teiginys.
Teorema su jrodymu. N skai¢iy aibéje apibréziami du veiksmai: sudétis ir daugyba.
2.4 Apibrézimas. Naturaliyjy skaic¢iy n, m € N sudétis apibréziama taip:
1) ' =n+1,
2) m4+n'=(m+n).
2.5 Apibrézimas. Naturaliyjy skaic¢iy n,m € N daugyba apibréziama taip:
1) m-1=m,
2) m-n' =mn+m.

Taciau vien tik naturaliyjy skaic¢iy neuztenka.

2.3 Sveikyjy skaiciy aibé

Sveikyjy skaiciy aibe gauname praplésdami naturaliyjy skaiciy aibe tokiu budu: Z =
N-UOUN. Cia N — naturalieji skaiciai — vadinami , sveikaisiais teigiamais skaiciais,
N~ — naturalieji skai¢iai su minuso Zenklu — vadinami sveikaisiais neigiamais skaiciais ir
elementas 0 vadinamas nuliu.

2.6 Apibrézimas. Sveikojo skai¢iaus absoliutinis didumas (modulis) apibréziamas taip:
m, meE N ;

lm|=4¢ 0, m=0;
n, m=-nnechN.

Sveikyjy skaic¢iy aibéje taip pat apibréziamos dvi aritmetinés operacijos: sudétis ir
daugyba.



2.7 Apibrézimas. Sudétis:

1) jei m,n € N, tai m + n,

2) jeime Z on=0,taim+n=n+m=m,
3)jeineN,omeN ir|m|<n,taim+n=n+m=n—|m|,
4) jeine N,omeN " ir|m|>n, taim+n=n+m=—(Im| —n),
5) jeine N,omeN irm=mn,taim+n=n+m=0,

6) jeine N-irmeN , taim+n=n+m=—(m|+|n|).

Norint dauginti sveikuosius skaicius pirmiausia jvedama skaic¢iaus zenklo sgvoka ir
apibréziama, kaip reikia dauginti Siuos zenklus. Zenklu suprantamas + arba — prirasytas
pries naturalyjj skai¢iy. Pazymeékime z,, skaiciaus m € Z zenkla. Tuomet z,, = 4+, kai
meN , o0z, =—, kai m € N~. Skai¢iui 0 Zenklas nepriskiriamas. Vadinasi kiekvienas
sveikasis skai¢ius gali buti nustatomas zenklu ir skai¢iaus moduliu, t. y. m = z,, - |m|.
Zenkh; daugybai budinga tai, kad sudaugine du vienodus zenklus visada gauname +, o
sudaugine priesingus Zenklus — —.

2.8 Apibrézimas. Daugyba:
1) jeime Z, taim-0=0,
2) jeim,s€ Zirm#0, s#0,taim-s=(zp-2)-|mlls|

Taciau net ir turéedami sveikuosius skaic¢ius dar negalime iSspresti daugelio uzdaviniy.
Atsiranda poreikis praplésti sveikyjy skaic¢iy aibe. Taip atsiranda racionalieji skaiciai.

2.4 Racionaliyjy skaiciy aibé

Sudarykime aibe Q@ = {2, meZneN }, kurios elementus vadinsime trupmenomis.

Sutarta trupmenas 7= irnib—; laikyti lygiomis, jei ming = mong, ir visas lygias trupmenas
zZymeti vienu racionaliuoju skai¢iumi.
2.3 Teorema. Racionaliyjy skaiciy aibé yra tirsta.
Teorema su jrodymu. Racionaliyjy skai¢iy (a,b,c € Q) aibés elementy savybes:
1) a+b=>b+a,
2) ab = ba,
3) (a+b)+c=a+(b+c),
4) (ab)c = a(be),
5) (a+b)e = ac+ be,
6) ac =bc, 0 ¢ #£0, tai a = b,
7) jeia<b, taia+c<b+e,
8) jei a < b, 0c>0, tai ac < be.

Racionaliyjy skaiciy aibés vis dar neuztenka.



2.5 Iracionalieji skaiciai. Realiyjy skaiciy aibé
Remdamiesi Dedekindo pjuviy teorija jvedame iracionaliuosius skaicius.

2.9 Apibrézimas. Racionaliyjy skaic¢iy aibés Q suskirstymas j dvi netuscias aibes A ir
V' vadinamas pjuviu, jei:

1) kiekvienas racionalusis skai¢ius patenka j vieng i§ dviejy sudarytyjy aibiy,
2) kiekvienas aibés A skai¢ius yra mazesnis uz bet kurj aibés V' skaiciy.
Tuomet aibé A vadinama apatine, o aibé V' — virSutine pjuvio klasémis.

2.10 Apibrézimas. Racionaliyjy skaiciy aibés Q pjuviai, kuriy apatiné klasé neturi didzi-
ausio elemento, o virsutiné klasé neturi maziausio elemento yra vadinami iracionaliaisiais
skaiciais.

Tokiu budu iracionalieji skai¢iai tarsi jterpiami tarp visy apatinés ir visy virSutinés
pjuvio klasiy elementy. Realiyjy skaiciy aibé apima racionaliuosius ir iracionaliuosius
skaiGius, t. y. R = Q UZ. Realiyjy skaiciy aibé sutvarkoma vadovaujantis Siomis
taisyklémis:

1) o= 3, jei sutampa skai¢iy « ir S pjuviai,

2) a > f3, jei skai¢iaus « apatinis pjuvis apima visa skai¢iaus  apatinj pjuvj ir su juo
nesutampa.

Realiyjy skai¢iy aibéje teisingos tokios teoremos (su jrodymais):

2.4 Teorema. Jei o, 8 € R, tai o = [ arba o < 3, arba o > [5.

2.5 Teorema. Jei o, 8,vE R ira >, o >, tai a > 7.

2.6 Archimedo aksioma. Tiksliojo vir§utinio (apatinio) réZio aksioma
2.6 Teorema. Koks bebuty skaicius a > 0, egzistuoja n € N, kuris yra didesnis uZ a.
Nagrinékime netuscig realiyjy skaiciy aibés poaibj A.

2.11 Apibrézimas. Jei visiems © € A egzistuoja a € R toks, kad z < «, tai a yra
vadinamas aibés A virSutiniu réziu.

2.12 Apibrézimas. Jei egzistuoja aibés virsutinis rézis, tai ji vadinama apreézta i§ virSaus.

2.13 Apibrézimas. Jei visiems z € A egzistuoja § € R toks, kad x > 3, tai § yra
vadinamas aibés A apatiniu réziu.

2.14 Apibrézimas. Jei egzistuoja aibés apatinis rézis, tai ji vadinama aprézta i$ apacios.
2.15 Apibrézimas. Aibé vadinama aprézta, jei ji yra aprézta ir i§ virSaus, ir i§ apacios.

2.16 Apibrézimas. Jei a — aibés A virSutinis rézis, o bet kuris kitas virSutinis rézis oy
yra toks, kad a; > «, tai a vadinamas aibés A tiksliuoju virSutiniu réziu.

2.17 Apibrézimas. Jei § — aibés A apatinis rézis, o bet kuris kitas apatinis rézis 3; yra
toks, kad 87 < 3, tai § vadinamas aibés A tiksliuoju apatiniu réziu.

2.7 Teorema. Tiksliojo virsutinio (apatinio) rézio teorema.

Jei aibé A aprézta is virsaus (i§ apacios), tai ji turi tikslyji virsuting (apating) rézj.

Teorema su jrodymu.



2.7 Realiyjy skai¢iy savybés ir veiksmai. Dedekindo teorema. Intervalai.
Absoliutiniy dydziy savybés.

1 lema. Tarp dviejy realiyjy skaiciy yra racionalusis skaicius.

2 lema. Jei o, € R ir su visais € > 0 tenkina nelygybes
r<a<r, r<p<r,

Giar,r € Qirr —r <e, tai skaiciai « ir 5 yra lygus.

2.8 Teorema. Dedekindo teorema.
Bet kuriam realiyjy skaiciy atbés pjuviui pjuvio taskas yra realusis skaicius, kuris yra:

1) arba didZiausias apatinéje klaséje,
2) arba maZiausias virsutinéje klaséje.

Realiyjy skaiciy veiksmai.
Tarkime, kad turime du realiuosius skaicius « ir 3:

a<a<d, b<p<l,

¢ia a,a’, b, b € Q.

2.18 Apibreézimas. Skaic¢iy « ir [ sudéties operacija apibréziama taip:
at+tb<a+p<d+V?,

o skai¢ius o 4+ 8 vadinamas realiyjy skaic¢iy « ir § suma.

2.19 Apibrézimas. Skaiciy « ir 5 daugybos operacija apibréziama taip:

ab < aff < d'b,
o skai¢ius o vadinamas realiyjy skaiciy « ir 5 sandauga.
Kai kurios sudéties operacijos savybes:

1)

2) (a+B)+y=a+(B+7),

3) a+0=a,

4) a+(-a) =0,

5) jeia > [, taia+7v > B+ 7.

Kai kurios daugybos operacijos savybes:

1) aB = Ba,

2) (aB)y = a(fv),

3) a-1=q,



4) (a+pB)y=ay+ P,

5) jei a > [ ir~y >0, tai ay > 7.
Keletas nelygybiy su moduliais:
o+ 8] < |a + 8],

o = B] < laf + 15,

o+ 5| = |af =15,

llaf = 18]] < la—A].



