
14 Keturioliktoji savait
e.DAUGELIOKINTAMU�JU� FUNKCIJOS S�LYGINIAIEKSTREMUMAI. JU� RADIMO ALGORITMAI.�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Daugelio kintamu�ju� funkcijos s¡lyginiai ekstremumai. Ju� radimas i²sprendºiant ry²iolygtis.2. S¡lyginiu� ekstremumu� radimas Lagranºo metodu.14.1 Daugelio kintamu�ju� funkcijos s¡lyginiai ekstremumai. Ju� radimasi²sprendºiant ry²io lygtis.Nagrin
ekime n+m kintamu�ju� funkcij¡ u = f(x1, ..., xn+m), kurios kintamuosius sieja
m ry²io lyg£iu�

Φ1(x1, ..., xn+m) = 0, ..., Φm(x1, ..., xn+m) = 0.14.1 Apibr
eºimas. Ta²kas M0(x
0
1, ..., x

0
n+m), kuriame galioja visos ry²io lygtys, vadi-namas funkcijos u = f(x1, ..., xn+m) s¡lyginiu maksimumu (s¡lyginiu minimumu), jeivisuose ta²ko M0 aplinkos ta²kuose galioja nelygyb
e f(x1, ..., xn+m) < f(x0

1, ..., x
0
n+m)(f(x1, ..., xn+m) > f(x0

1, ..., x
0
n+m)).Tarkime, kad ta²ko M0(x
0
1, ..., x

0
n+m) aplinkoje tiek funkcija u = f(x1, ..., xn+m), tiekfunkcijos Φi(x1, ..., xn+m), i = 1, ..., m yra diferencijuojamos ir turi tolydºi¡sias dalinesi²vestines visu� kintamu�ju� atºvilgiu. Sudarome matric¡
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Tarkime, kad nagrin
ejamame ta²ke nors vienas m � osios eil
es determinantas nelygusnuliui, t. y. ²ios matricos rangas lygus m. Nagrin
ekime nelygu� nuliui determinant¡
D(Φ1, ...,Φm)

D(xn+1, ..., xn+m)
=
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Tada ry²io lygtis galima perra²yti taip:
xn+1 = φ1(x1, ..., xn), ..., xm = φm(x1, ..., xn),



o uºdavinys apie n + m kintamu�ju� funkcijos u = f(x1, ..., xn+m) s¡lygini� ekstremum¡pakei£iamas jam ekvivalen£iu sud
etin
es n kintamu�ju� funkcijos
f(x1, .., xn, φ1(x1, ..., xn), ..., φm(x1, ..., xn))ekstremumo radimo uºdaviniu.Kitaip tariant ²iuo b	udu s¡lyginio ekstremumo nustatymo uºdavinys yra kei£iamasdaugelio kintamu�ju� funkcijos paprasto ekstremumo nustatymo uºdaviniu. Toks ekviva-lentus pakeitimas galimas tik tokiais atvejais, kai ry²io lygtyse galime i²reik²tiniu b	udupara²yti m kintamu�ju�.14.2 S¡lyginiu� ekstremumu� radimas Lagranºo metodu.Aptarsime bene daºniausiai s¡lyginiu� ekstremumu� nustatymui naudojam¡ neapibr
eºtu�ju�Lagranºo daugikliu� metod¡. Tar¦, kad

xn+1 = φ1(x1, ..., xn), ..., xm = φm(x1, ..., xn),diferencijuojame ry²io lygtis ir uºra²ome diferencialus
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dxj = 0.Jei funkcija u = f(x1, ..., xn+m) ta²ke M0 i�gyja s¡lygini� ekstremum¡, tai jos diferencialastame ta²ke yra lygus nuliui, t. y.
n+m
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j=1
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dxj = 0.�i¡ lygti� sudedame su ry²io lyg£iu� diferencialais padaugintais i² neapibr
eºtu�ju� daugikliu�
λi. Gauname lygyb¦:

n+m
∑

j=1

(

∂f

∂xj

+ λ1

∂Φ1

∂xj

+ ... + λm

∂Φm

∂xj

)

dxj = 0.Neapibr
eºtuosius daugiklius parinkime taip, kad nariai esantys prie priklausomu�ju� diferencialu�
dxn+1, ..., dxn+m b	utu� lyg	us nuliui, t. y.
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Tada
n
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= 0.Tokiu b	udu turime sistem¡ sudaryt¡ i² n+m ly£iu� ir m ry²io lyg£iu�, t. y. galime nustatytitiek neapibr
eºtuosius daugiklius λi, tiek s¡lyginiu� ekstremumu� ta²kus x1, x2, ..., xn+m.Paprastai ie²kant s¡lyginiu� ekstremumu� Lagranºo metodu yra sudaroma pagalbin
efunkcija
F (x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) = f(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) + λ1Φ1(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm) + ...

+ λmΦm(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm)ir ie²koma ²ios funkcijos ekstremumu�, t. y. sudaroma ir sprendºiama lyg£iu� sistema
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= 0.Kaip matome, gavome b	utin¡sias ekstremumo egzistavimo s¡lygas. Kalb
edami apie pakanka-masias s¡lygas, turime daryti prielaid¡, kad tiek funkcija f(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm), tiekfunkcijos Φi(x1, ..., xn, xn+1, ..., xm), i = 1, ..., m ta²koM0 aplinkoje turi tolydºi¡sias antro-sios eil
es dalines i²vestines. Tod
el esant patenkintoms min
etoms s¡lygoms, stacionariu�ju�ta²ku� tyrimui sudaroma kvadratin
e forma, aptarta ankstesn
eje paskaitoje. Sprendimaiapie ekstremumu� pob	udi� priimami analogi²kai.


