
13 Tryliktoji savait
e.KELIU� KINTAMU�JU� FUNKCIJOS LOKALIEJI EKS-TREMUMAI. DIFERENCIJUOJAMOS FUNKCI-JOS BES�LYGINIAI EKSTREMUMAI.�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Keliu� kintamu�ju� funkcijos ekstremumai. B	utinosios ekstremumo egzistavimo s¡lygos.2. Pakankamosios keliu� kintamu�ju� funkcijos ekstremumo egzistavimo s¡lygos. Dvieju�kintamu�ju� funkcijos atvejis.3. Keliu� kintamu�ju� funkcijos didºiausios ir maºiausios reik²m
es nuatatymas uºdarojesrityje.13.1 Keliu� kintamu�ju� funkcijos ekstremumai. B	utinosios ekstremumo egzis-tavimo s¡lygos.Tarkime, kad funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra apibr
eºta aib
eje D ⊂ Rn, ta²kas
(x0
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n) � vidinis tos aib
es ta²kas. Paºym
ekime X = (x1, x2, ..., xn), o M0 =
(x0
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n).13.1 Apibr
eºimas. Ta²kas M0 vadinamas funkcijos u = f(X) ekstremumo ta²ku, jeiegzistuoja tokia ²io ta²ko aplinka, kad visiems aplinkos ta²kams f(X) > f(M0) (M0 �minimumo ta²kas) arba f(X) 6 f(M0) (M0 � maksimumo ta²kas).�is apibr
eºimas rei²kia, kad egzistuoja pakankamai maºa ta²ko M0 aplinka, kuriojefunkcijos pokytis ∆u = f(X)− f(M0) yra pastovaus ºenklo.13.1 Teorema. B	utina ekstremumo egzistavimo s¡lyga.Jei ta²kas M0 yra funkcijos u = f(X) ekstremumo ta²kas ir ²iame ta²ke egzistuojabaigtin
es dalin
es funkcijos i²vestin
es visu� kintamu�ju� atºvilgiu, tai jos visos lygios 0, t.y.
∂u
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= 0.Teorema su i�rodymu.Kaip matome daugelio kintamu�ju� funkcijos atveju, i�tartini ta²kai (jie vadinamistacionariaisiais ta²kais) yra tie funkcijos apibr
eºimo srities ta²kai, kuriuose visos funkcijosdalin
es i²vestin
es lygios nuliui. �iuos ta²kus galime surasti spr¦sdami lyg£iu� sistem¡:
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(x1, x2, ..., xn) = 0.Dvieju� kintamu�ju� funkcijos atveju, stacionariu�ju� ta²ku� nustatymui sudaroma sistema, kurigeometri²kai rei²kia reikalavim¡, kad ekstremumo ta²kuose lie£iamoji plok²tuma turi b	utilygiagreti xOy plok²tumai.Pastaba. Jei yra ta²ku�, kuriuose viena arba kelios dalin
es i²vestin
es yra begalin
es arbaneegzituoja, o likusios lygios nuliui, tai tokius ta²kus taip pat turime i�traukti i� i�tartinu�ta²ku� s¡ra²¡.



13.2 Pakankamosios keliu� kintamu�ju� funkcijos ekstremumo egzistavimo s¡-lygos. Dvieju� kintamu�ju� funkcijos atvejis.Tarkime, kad funkcija u = f(X) apibr
eºta, tolydi ir turi tolydºi¡sias pirmosios irantrosios eil
es dalines i²vestines stacionariojo ta²ko M0 aplinkoje. Sudarome funkcijospokyti�
∆u = f(X)− f(M0).Funkcij¡ f(X) skleidºiame Teiloro eilute ta²ke M0 iki antrosios eil
es i²vestiniu� ir gauname
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n + θ∆xn) = aik + αik,£ia αik → 0, kai ∆x1 → 0, ..., ∆xn → 0. Taigi turime, kad
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αik∆xi∆xk.Gautosios sumos pirmasis d
emuo � antrasis funkcijos diferencialas nagrin
ejamame ta²ke.Tai � antrojo laipsnio daugianaris kintamu�ju� ∆x1, ..., ∆xn atºvilgiu. Jis vadinamas ²iu�kintamu�ju� kvadratine forma. Kvadratin
e forma vadinama teigiamai apibr
eºta, jei ji yrateigiama su visomis kintamu�ju� reik²m
emis (visos kintamu�ju� reik²m
es vienu metu negalib	uti lygios nuliui). Be to, nagrin
ejama kvadratin
e forma yra simetrin
e, nes f ′′

xixk
= f ′′

xkxi
.Kalb
edami apie kvadratin
es formos apibr
eºtum¡ vadovausim
es Silvesterio krite-rijumi. Kvadratin
e forma yra teigiamai apibr
eºta, jeigu
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13.2 Teorema. Pakankama ekstremumo egzistavimo s¡lyga.Jei antrasis funkcijos diferencialas, t. y. kvadratin
e forma
n
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aik∆xi∆xk,£ia aik = f ′′
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n) yra teigiamai (neigiamai) apibr
eºta, tai nagrin
ejamosiosfunkcijos ta²kas M0 yra minimumo (maksimumo) ta²kas.S¡lygos, kada ekstremumo n
era.13.2 Apibr
eºimas. Kvadratin
e forma vadinama neapibr
eºta, jei ji i�gyja skirtingu� ºenklu�reik²mes.Tuo atveju, kai kvadratin
e forma yra neapibr
eºta, nagrin
ejama funkcija ta²ke M0ekstremumo nei�gyja.13.3 Apibr
eºimas. Kvadratin
e forma vadinama pusiau apibr
eºta, jei jos reik²m
e lyginuliui ir tada, kai yra nelygiu� nuliui kintamu�ju�. Tokiais atvejais, kai kvadratin
e formayra pusiau apibr
eºta ir tada, kai visos funkcijos antrosios eil
es dalin
es i²vestin
es ta²ke M0lygios nuliui, tenka analizuoti auk²tesn
es eil
es i²vestines.Dvieju� kintamu�ju� funkcijos atvejis. Nagrin
ekime dvieju� kintamu�ju� funkcij¡ u =
f(x, y). Tarkime, kad ²i funkcija ta²ko M0(x0, y0) aplinkoje yra apibr
eºta, tolydi irturi tolydºi¡sias pirmosios ir antrosios eil
es dalines i²vestines. Ta²kas M0 � funkcijosstacionarusis ta²kas, t. y. jam galioja b	utinosios ekstremumo egzistavimo s¡lygos
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y(x0, y0) = 0.Nor
edami i²siai²kinti, ar min
etasis stacionarusis ta²kas yra funkcijos ekstremumo ta²kas,vadovaujam
es teorema apie pakankam¡ ekstremumo egzistavimo s¡lyg¡, t. y. sudaromekvadratin¦ form¡:
∆ =

1

2

(

f ′′

xx∆x2 + 2f ′′

xy∆x∆y + f ′′

yy∆y2
)

,£ia ∆x = x − x0, ∆y = y − y0, o i²vestin
es skai£iuojamos ta²ke (x0 + θ∆x, y0 + θ∆y),
0 < θ < 1. I²vestines ta²ke (x0, y0) paºymime
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a11∆x2 + 2a12∆x∆y + a22∆y2.�is kvadratinis trinaris yra pastovaus ºenklo, kai jo diskriminantas
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− a11a22 < 0.



Be to a11a22 > 0, t. y. abu koe�cientai yra to paties ºenklo. Tod
el prisimin¦ maksimumo(f(X) < f(M0), t. y. ∆ < 0) ir minimumo (f(M0) < f(X), t. y. ∆ > 0)apibr
eºimus,gauname, kad dvieju� kintamu�ju� funkcija ta²ke M0 i�gyja ekstremum¡, jei
a2
12
− a11a22 < 0.Kai a11 < 0, tai funkcija i�gyja maksimum¡, o kai a11 > 0 � minimum¡. Tais atvejais, kai

a2
12
− a11a22 > 0,ta²kas M0 n
era funkcijos ekstremumo ta²kas. Kai

a2
12
− a11a22 = 0,tai reikalingas platesnis funkcijos tyrimas, t. y. funkcijos skleidinyje Teiloro eilute turimeprid
eti funkcijos tre£iosios eil
es dalines i²vestines.13.3 Keliu� kintamu�ju� funkcijos didºiausios ir maºiausios reik²m
es nuataty-mas uºdaroje srityje.Tarkime, kad funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra apibr
eºta ir tolydi uºdaroje apr
eºtojeaib
eje D ⊂ Rn. Be to, ²ios aib
es ta²kuose (galb	ut i²skyrus baigtini� tam tikru� ta²ku�skai£iu�) funkcija turi baigtines dalines i²vestines. Tuomet remiantis Vejer²traso teorema,²i funkcija aib
ejeD i�gya ir savo didºiausi¡j¡ bei savo maºiausi¡j¡ reik²mes. Tuo atveju, kaididºiausioji (maºiausioji) funkcijos reik²m
e i�gyjama vidiniame aib
es D ta²ke, tas ta²kasyra funkcijos ekstremumo ta²kas. Ta£iau savo didºiausi¡j¡ (maºiausi¡j¡) reik²m¦ funkcijagali i�gyti ir aib
es D kra²tiniuose ta²kuose.Siekiant nustatyti funkcijos didºiausi¡j¡ (maºiausi¡j¡) reik²m¦ uºdaroje srityje,reikia surasti visus ekstremumo ta²kus ir juose apskai£iuoti funkcijos reik²mes, o taippat reikia apskai£iuoti ir funkcijos reik²mes kra²tiniuose aib
es ta²kuose. Tuomet visasapskai£iuotas reik²mes reikia palyginti ir i² ju� i²rinkti didºiausi¡ (maºiausi¡) reik²m¦.


