13 Tryliktoji savaite.
KELIU KINTAMUJU FUNKCIJOS LOKALIEJI EKS-
TREMUMAI. DIFERENCIJUOJAMOS FUNKCI-
JOS BESALYGINIAI EKSTREMUMALI.

gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Keliy kintamuyjy funkcijos ekstremumai. Butinosios ekstremumo egzistavimo salygos.

2. Pakankamosios keliy kintamyjy funkcijos ekstremumo egzistavimo salygos. Dviejy
kintamuyjy funkcijos atvejis.

3. Keliy kintamyjy funkcijos didziausios ir maziausios reikSmeés nuatatymas uzdaroje
srityje.

13.1 Keliy kintamuyjy funkcijos ekstremumai. Butinosios ekstremumo egzis-
tavimo salygos.

Tarkime, kad funkcija u = f(x1,2s,...,2,) yra apibrézta aibéje D C R", taskas

(29,29, ...,20) — vidinis tos aibés taskas. PaZymeékime X = (zy,79,...,7,), 0 My =

o al
(29,29, ..., 20).

13.1 Apibrézimas. Taskas M, vadinamas funkcijos u = f(X) ekstremumo tasku, jei
egzistuoja tokia $io tasko aplinka, kad visiems aplinkos taskams f(X) > f(My) (M —
minimumo taskas) arba f(X) < f(My) (My — maksimumo taskas).

Sis apibrézimas reiskia, kad egzistuoja pakankamai maza tasko M, aplinka, kurioje
funkcijos pokytis Au = f(X) — f(M) yra pastovaus zenklo.

13.1 Teorema. Butina ekstremumo egzistavimo sqlyga.

Jei taskas My yra funkcijos v = f(X) ekstremumo taSkas ir Siame taske egzistuoja
baigtines dalinés funkcijos iSvestines visy kintamyjy atZvilgiu, tai jos visos lygios 0, t.y.
u
=0.
Basi Mo

Teorema su jrodymu.
Kaip matome daugelio kintamyjy funkcijos atveju, jtartini taskai (jie vadinami
stacionariaisiais taskais) yra tie funkcijos apibrézimo srities taskai, kuriuose visos funkcijos
dalinés iSvestines lygios nuliui. Siuos taskus galime surasti spresdami lygc¢iy sistema:

fo (21,20, .., 2) = 0,
f";Q(‘Tl7$27 axn) = 0,

f:::n(xth? ,an) - 0

Dviejy kintamyjy funkcijos atveju, stacionariyjy tasky nustatymui sudaroma sistema, kuri
geometriskai reiskia reikalavima, kad ekstremumo taskuose lie¢iamoji plokstuma turi buti
lygiagreti xOy plokstumai.

Pastaba. Jei yra tasky, kuriuose viena arba kelios dalinés iSvestinés yra begalinés arba
neegzituoja, o likusios lygios nuliui, tai tokius taskus taip pat turime jtraukti j jtartiny
tasky sarasa.



13.2 Pakankamosios keliy kintamyjy funkcijos ekstremumo egzistavimo sa-
lygos. Dviejy kintamyjy funkcijos atvejis.

Tarkime, kad funkcija u = f(X) apibrézta, tolydi ir turi tolydziasias pirmosios ir

antrosios eilés dalines iSvestines stacionariojo tasko M, aplinkoje. Sudarome funkcijos

pokytj
Au = f(X) — f(Mp).

Funkcija f(X) skleidziame Teiloro eilute taske M iki antrosios eilés i§vestiniy ir gauname

1
Au = 9 ( " Axf + f A:c§ + ...+ fg/clnznﬁxi +2fr . AxiAxy + 2f1

T1T1 T2T2 T1T2 T1T3

e 2f;/n_1an£En_1A[En,

A$1A$3+

¢ia Ax; = z; — 22, o visos iSvestinés skaifiuojamos taske (z9 + 0Azy, ..., 2% + 0Ax,),

0 < 0 < 1. Pazymékime

Ay = Zn: Jrn Axi Ay,

ik=1

0 ,.0 0
f;/irk (xla Lo, ..ny .Tn) = Qik,

(2% 4 0Azy, 25 + 0Ax,, ..., 20 + 0A,) = ag + i,

T;T

Gia az — 0, kai Ax; — 0, ..., Az, — 0. Taigi turime, kad

Au = Zn: a;rAx; Az + Zn: i AT Axy.

ik=1 i k=1

Gautosios sumos pirmasis démuo — antrasis funkcijos diferencialas nagrinéjamame taske.
Tai — antrojo laipsnio daugianaris kintamyjy Az, ..., Az, atzvilgiu. Jis vadinamas 8iy
kintamyjy kvadratine forma. Kvadratiné forma vadinama teigiamai apibrézta, jei ji yra
teigiama su visomis kintamyjy reik8mémis (visos kintamuyjy reik§meés vienu metu negali
buti lygios nuliui). Be to, nagrinéjama kvadratiné forma yra simetriné, nes f; = fI .

Kalbédami apie kvadratinés formos apibréztuma vadovausimeés Silvesterio krite-
rijumi. Kvadratiné forma yra teigiamai apibrézta, jeigu

aix a2
app > 0, >0, ..,
Q21 A22
a;y a1 ... Qip
ao1 A2 ... QA9p >0
Ap1 Ap2 ... QApn
Kvadratiné forma yra neigiamai apibrézta, jeigu
a1 G12
anp < 0, > 0,
A21  A22

kitas determinantas < 0 ir t. t.



13.2 Teorema. Pakankama ekstremumo egzistavimo sglyga.
Jei antrasis funkcijos diferencialas, t. y. kvadratiné forma

n
E aAx; Ay,

i k=1

0 ,.0 0

cia ag = [, (24,25, ...,7,) yra teigiamai (neigiamai) apibrézta, tai nagrinéjamosios

funkcijos taskas My yra minimumo (maksimumo) taskas.
Salygos, kada ekstremumo néra.

13.2 Apibrézimas. Kvadratiné forma vadinama neapibreézta, jei ji jgyja skirtingy zenkly
reikSmes.

Tuo atveju, kai kvadratiné forma yra neapibrézta, nagrinéjama funkcija taske M,
ekstremumo nejgyja.

13.3 Apibrézimas. Kvadratiné forma vadinama pusiau apibrézta, jei jos reik§mé lygi
nuliui ir tada, kai yra nelygiy nuliui kintamyjy. Tokiais atvejais, kai kvadratiné forma
yra pusiau apibrézta ir tada, kai visos funkcijos antrosios eilés dalinés iSvestinés taske M,
lygios nuliui, tenka analizuoti aukstesnés eilés iSvestines.

Duviejy kintamuyjy funkcijos atvejis. Nagrinékime dviejy kintamuyjy funkcija v =
f(z,y). Tarkime, kad 8§ funkcija tasko My(xo, 7o) aplinkoje yra apibrézta, tolydi ir
turi tolydzigsias pirmosios ir antrosios eilés dalines iSvestines. Taskas M, — funkcijos
stacionarusis taSkas, t. y. jam galioja butinosios ekstremumo egzistavimo salygos

fo(@o,90) =0, f, (w0, %0) = 0.

Norédami iSsiaiskinti, ar minétasis stacionarusis tagkas yra funkcijos ekstremumo taskas,
vadovaujameés teorema apie pakankama ekstremumo egzistavimo salyga, t. y. sudarome
kvadratine forma:

1
A= 2 (fLA0% + 2f1Acdy + fi,097)

Cia Az = = — x9, Ay = y — yo, 0 iSvestinés skai¢iuojamos taske (xg + 0Az,yo + 0Ay),
0 < 0 < 1. Isvestines taske (g, yo) pazymime

ap = f;’x($0,y0)> 12 = f;ly(ZEo;yo), Q2o = f;ly(ifo,yo)-

Tuomet
fow(@o + Az, yo + 0Ay) = ar1 + oy,

f:::/y(xo + 0Az, yo + 0Ay) = aio + 1o,
f;ly(% + 0Az, yo + 0AY) = az + a9,

¢ia ay; — 0, ajp — 0, age — 0. Sudarome kvadratine forma:
an Az + 2a15ATAY + asn Ay
Sis kvadratinis trinaris yra pastovaus zenklo, kai jo diskriminantas

2
Ay — A11A22 < 0.



Be to ajjas0 > 0, t. y. abu koeficientai yra to paties zenklo. Todél prisimine maksimumo
(f(X) < f(Mp), t. y. A <0) ir minimumo (f(My) < f(X), t. y. A > 0)apibrézimus,
gauname, kad dviejy kintamuyjy funkcija taske My jgyja ekstremuma, jei

2
A7y — A11A22 < 0.
Kai a;; < 0, tai funkcija jgyja maksimuma, o kai a;; > 0 — minimuma. Tais atvejais, kai
2
ajy — ai1a > 0,
taskas M, néra funkcijos ekstremumo taskas. Kai
2 —
ajs — ajrag =0,

tai reikalingas platesnis funkcijos tyrimas, t. y. funkcijos skleidinyje Teiloro eilute turime
pridéti funkcijos treciosios eilés dalines iSvestines.

13.3 Keliy kintamyjy funkcijos didziausios ir maziausios reikSmeés nuataty-
mas uzdaroje srityje.

Tarkime, kad funkcija u = f(z1, 29, ..., x,) yra apibrézta ir tolydi uzdaroje apréztoje
aibéje D C R™. Be to, sios aibés taskuose (galbut isskyrus baigtinj tam tikry tasky
skai¢iy) funkcija turi baigtines dalines iSvestines. Tuomet remiantis Vejer§traso teorema,
si funkcija aibéje D jgya ir savo didziausigja bei savo maziausigja reiksmes. Tuo atveju, kai
didziausioji (maziausioji) funkcijos reiksmé jgyjama vidiniame aibés D taske, tas taskas
yra funkcijos ekstremumo taskas. Tac¢iau savo didziausiaja (maziausiaja) reiksme funkcija
gali jgyti ir aibés D krasStiniuose taskuose.

Siekiant nustatyti funkcijos didziausiaja (maziausiaja) reikSme uzdaroje srityje,
reikia surasti visus ekstremumo taskus ir juose apskaic¢iuoti funkcijos reikSmes, o taip
pat reikia apskaic¢iuoti ir funkcijos reikSmes krastiniuose aibés taskuose. Tuomet visas
apskaiciuotas reikSmes reikia palyginti ir i$ jy iSrinkti didZiausia (maziausia) reikSme.



