10 DeSimtoji savaite. DAUGELIO KINTAMUJU FUNKCI-
JOS. DAUGIAMATE ERDVE. RIBINES REIKSMES

éioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. n — matés erdves savoka.
2. Metriné erdve. Euklidiné erdve.
3. Tasky aibés ir jy aplinkos.
4. n — mateés erdves tasky sekos.

5. Daugelio kintamyjy funkcijos apibrézimas. Funkcijos ribos savoka. Kartotinés ribos.

10.1 n — matés erdvés sgvoka

Nagrinéjome tik vieno kintamojo funkcijas, kurios atspindi vieno kurio nors dydzio
priklausomybe nuo kito. Dabar démesj skirsime keliy kintamuyjy funkcijy analizei, t.
y. nagrinésime tokias funkcijas, kai vienas dydis yra priklausomas nuo keliy kity dydziy,
pavyzdziui, sta¢iakampio plotas priklauso nuo sta¢iakampio ilgio a ir plo¢io b, t. y. S = ab;
kuno kinetiné energija yra priklausoma nuo kuno masés m ir nuo to kuno greicio v, t. y.
E, = m2“2 ir pan.

Stebédami jvairius fizikinius procesus daznai susiduriame su tokiomis situacijomis, kai
tam tikro kuno savybes turime vertinti atsizvelgdami j situacija tam tikruose taskuose,
pavyzdziui jkaitinto strypo temperatura kiekviename jo taske, strypo tankis kiekvien-
ame taske ir pan. Tokiais atvejais mes nagrinéjame trijy kintamuyjy, t.y. tasko padétj
nustatanc¢iy dydziy funkcijas f(x,y, z). Jei bégant laikui kinta stebimo kuno charakteris-
tikos, tai turime jau keturiy kintamuyjy funkcija u(z,y, 2, t).

Vieno, dviejy, trijy, keturiy kintamyjy funkcijas mes dar galime jsivaizduoti ir inter-
pretuoti, tac¢iau didesnio kintamyjy skaic¢iaus atveju geometriné ir fizikiné interpretacija
néra aiski. Taciau analizéje yra naudojami didesnio uz 3 kintamuyjuy skaic¢iaus funkecijy
apibendrinimai.

10.1 Apibrézimas. Sutvarkytas realiyjy skai¢iy rinkinys (xy,zo,...,z,), ¢la z; € R,
1 =1,2,...,n yra vadinama n — maciu tasku. Skaiciai x;, i = 1,2, ..., n — taSko koordinatés.

10.2 Apibrézimas. Visy n — maciy tasky aibé vadinama n — mate erdve R".

10.2 Metriné erdvé. Euklidiné erdveé.

Tam tikroje aibéje apibrézkime funkcija p(z, y), tenkinancia savybes:

p(x,y) =0,

plz,y) =0 =z =y,

p(r,y) = p(y, z),



4)
p(z,y) < p(z,2) + p(2,9).

Tokiu budu apibrézta funkcija yra vadinama metrika.
10.3 Apibrézimas. Aibé, kurioje apibrézta metrika, vadinama metrine erdve.

n — matéje erdvéje metrikg apibrézkime taip:

p(r,y) =

Cla x = (x17x27 "'axn)a Y= (yl>y27 >yn)

10.4 ApibréZzimas. Erdvée R" su tokiu budu apibrézta metrika, vadinama euklidine
erdve.

10.3 Tasky aibés ir jy aplinkos.

10.5 Apibrézimas. Imkime ¢ > 0. Tuomet aibé B(a,e) = {x € R"|p(z,a) < €}
vadinama tasko a € — aplinka.

Kaip tasko a € — aplinka gali buti apibréziamas ir stac¢iakampis gretasienis n — mateéje
erdvéje.
Nagrinékime n — matés erdvés R"™ tasky aibe D. Apibrésime svarbiausias savokas.

10.6 Apibrézimas. Aibés D taskas vadinamas vidiniu aibés tasku, jei jis priklauso
minétai aibei kartu su tam tikra pakankamai maza savo aplinka.

10.7 Apibrézimas. Aibé, sudaryta tik i$ vidiniy tasky, vadinama atvira aibe.

10.8 Apibrézimas. Aibés D taskas vadinamas iSoriniu aibés tasku, jei jo aplinkoje néra
nei vieno aibés D tasko.

10.9 ApibréZzimas. Aibés D taskas M, vadinamas ribiniu tagku, jei kiekvienoje Sio tasko
aplinkoje yra bent vienas aibés D taskas, nesutampantis su tasku M.

10.10 Apibrézimas. Aibés D taSkas vadinamas kraStiniu aibés tasku, jei jo aplinkoje
yra ir aibés D tasky, ir tasky, nepriklausanciy aibei D.

Krastiniai aibés taSkai sudaro jos kraSta.
10.11 Apibrézimas. Aibé, kuriai priklauso visi krastiniai taskai, vadinama uzdara aibe.

10.12 Apibrézimas. Aibés D taskas vadinamas izoliuotu aibés tasku, jei jo aplinkoje
néra nei vieno aibés D tasko, isskyrus jj patj.

10.13 Apibrézimas. Aibé D vadinama jungiaja, jei bet kurie du Sios aibés tagkai gali
buti sujungti lauzte taip, kad visi jos taskai priklausyty aibei D.



10.4 n — matés erdvés tasky sekos.
10.14 Apibrézimas. Erdvés R" tasky seka {z,,} = {(z{™, 20", .. 20"} vadinama
konverguojancia, jei
(Ve >0) (AN € N) : p(zpp,a) <€, m>N.
Skaicius a vadinamas sekos riba ir raSoma

lim z,, = a,
m—o0

¢ia a = (ay, a9, ..., ay).

Kitais zodziais sakant, erdvés R" tasky seka konverguoja j taska a, jei atstumas tarp
sekos tagky ir minétojo tasko pradedant tam tikru numeriu N yra pakankamai maZas.

10.1 Teorema. Fuklidinés erdvés R" tasky M,, seka konverguoja i Sios erdvés taskq
A = (ay,a9,...,a,) tada ir tik tada, kai erdvés tasky M, atitinkamy koordinaciy sekos
konverguoja j atitinkamas tasko A koordinates, t. .

{xgm)} — ay, ... {z™} = a,.
Teorema su jrodymu.

10.15 Apibrézimas. Erdveés R" tasky M, seka {M,,} yra vadinama fundamentalia, jei
(Ve > 0)(3N € N) : p(Mppyp, M) <€, m>N(e), peN.

10.2 Teorema. Kosi kriterijus sekoms. FErdvés R" tasky seka {M,,} konverguoja
tada ir tik tada, kat ji yra fundamentali.

10.16 Apibrézimas. Erdvés R" tasky seka {M,,} vadinama aprézta, jei egzistuoja toks
baigtinis skai¢ius a, kad visi minétosios sekos nariai priklauso sferai B(0,a).

10.5 Daugelio kintamyjy funkcijos apibrézimas. Funkcijos ribos savoka. Kar-
totineés ribos.

10.17 Apibrézimas. Keliy kintamyjy funkcija — tai atvaizdavimas, kuris kiekvienam
aibés D C R™ taskui x = (1, %2, ..., x,) pagal tam tikra taisykle priskiria realyjj skai¢iy u
t.y. u= f(x1,29,...,T5). Si funkcija — n kintamyjy funkcija. Aibé D vadinama funkcijos
apibrézimo sritimi.

10.18 Apibrézimas. Dviejy kintamyjy funkcijos u = f(z,y) taskai, kuriuose funkcija
igyja pastovia reikme, t. y. f(z,y) = C, ¢a C — konstanta, vadinami pavirsiaus u =
f(z,y) lygio linijomis.

10.19 Apibrézimas. Sakykime, kad kurioje nors m — matés erdveés tasky aibéje P yra
apibréztos m kintamuyjy funkcijos:

T :¢1(t17t27“'atm)a ) :¢2(t17t27"'7tm)a Tp :¢n(tlat27"'7tm)'

Tarkime, kad taskams (t1, to, ..., t,,) kintant aibéje P, taskai (1, zo, ..., ,,) kinta n kintamyjy
funkcijos v = f(x1,29,...,x,) apibrézimo srityje D. Tuomet funkcija u vadinama n
kintamyjy sudétine funkcija, t. y.

U= f(¢l(tl>t2a '-'>tm)a ¢2(t1,t2, '-'>tm)> seey ¢n(t1>t2> atm))



Tarkime, kad funkcijau = f(z1, 29, ..., x,) yra apibrézta srityje D, o taskas A(ay, ag, ..., ay)
— ribinis tos aibés taskas.

10.20 Apibrézimas. Skai¢ius L vadinamas funkcijos u = f(x1,xo,...,z,) riba taske
A= (a1, as,...,a,), jei

(Ve > 0)(30 > 0) : |f(z1,29,...,z) — L] <€, |o1—ai]| <6,..., |z, —a,| <9,
¢ia (1,29, ..., T,) # (a1, ag, ..., a,). RaSome taip:

lim f(xy,29,...,2,) = L.
Tr1—ail

Tn—ran

Pazymékime M = (1, s, ..., z,), tai tada galésime rasyti

Jim, FOD = L.

Pateiksime ir kitokia funkcijos ribos apibrézimo pagal Kosi formuluote:

10.21 Apibrézimas. Skai¢ius L vadinamas funkcijos v = f(z1,29,...,x,) riba taske
A= (a1, ag, ...,a,), jei

(Ve >0)(36>0):|f(M)—L|<e, p(M,A) <.
Funkcijos ribos apinbrézimas pagal Heine:

10.22 Apibrézimas. Skai¢ius L vadinamas funkcijos v = f(z1,x9,...,x,) riba taske
A = (ai,as,...,a,), jei apibrézimo srities D tasky M sekai {M,} konverguojant j A
atitinkama funkcijos reiksmiy seka {f(M,,)} konverguoja j L.

Daugelio kintamuyjy funkcijos ribos apibrézimai pagal Kosi ir pagal Heine yra ekviva-
lentus kaip ir vieno kintamojo funkcijos atveju.

10.3 Teorema. Jei n kintamuyjy funkcijos f(M) ir g(M), kai M — A turi atitinkamai
ribas b ir ¢, tai ir funkcijos

fM) £ g(M),  f(M)-g(M), ==

turi ribas, kurios atitinkamas lygios

bte b-c, g, c# 0.

Sios teoremos irodymas analogiskas vieno kintamojo funkcijos atitinkamos teoremos
irodymui. Analogigkai kaip ir vieno kintamojo atveju, galima apibrézti, kada daugelio
kintamuyjy funkcijos riba lygi begalybei arba funkcijos riba, kai argumentas artéja i be-
galybe.

Taciau greta tokiy riby, kai visi argumentai artéja prie savo ribiniy reikSmiy, tenka
nagrinéti ir tokias daugelio kintamyjy funkcijy ribas, kai tam tikra tvarka nuosekliai skaici-
uojamos ribos atskiry kintamyjy atzvilgiu. Ankscéiau aptartos funkcijy ribos vadinamos n



— lypémis ribomis, o pastarosios — kartotinémis ribomis. Kalbédami apie kartotines ribas
apsiribosime dviejy kintamyjy funkcijomis.

Tarkime, kad dviejy kintamyjy funkcija f(x,y), apibrézta aibéje D. Jei esant fiksuotai
kintamojo y reikSmei skai¢iuojame riba, kai x — a, tai rezultatas bus kintamojo y funkcija,
t. y.

lim f(z,y) = ¢(y).

O véliau mes galime ieskoti funkcijos ¢(y) ribos, kai y — b, t. y.

lim ¢(y) = lim lim f(z,y).
Tokiu budu mes jau sudaréme vieng i$ dviejy galimy kartotiniy dviejy kintamyjy funkcijos
riby. Antroji riba

lim ¢(x) = lim lim f(z,y)

r—a T—a y—b

sudaroma analogiskai, t. y. pradzioje fiksuojamas kintamasis x. Taciau nederéty manyti,
kad kartotinés ribos lim,_,, lim,_,, f(z,y) ir lim,_,, lim,_,;, f(z,y) yra lygios. Gali nutikti
netgi taip, kad viena i§ kartotiniy riby yra baigtiné, o kita — neegzistuoja. Kita vertus,
kaip tik dazniausiai ir yra naudojamos kartotinés ribos. Svarbi yra teorema nustatanti
dvilypeés ir kartotinés riby rysj.

10.4 Teorema. Jei egzistuoja (baigtiné arba begaliné) dvilypé riba

lim f(z,y) = L.
Tr—a

y—b

ir bet kuriam y egzistuoja baigtiné riba kintamojo x atZvilgiu

P(y) = lim f(z,y),

r—a

tai egzistuoja ir kartotiné riba

lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

y—b y—bzr—a
kuri yra lygi dvilyper ribas.

Teorema su jrodymu.
Jei kartu su teoremos salygomis bet kuriam x egzistuoja baigtiné riba kintamojo y
atzvilgiu

P(x) = lim f(z,y),
y—b
tai egzistuoja ir kartotiné riba

lim ¢(2) = lim lim f(z,y),

T—a r—a y—b

kuri yra lygi dvilypei ribai, t. y. tik tokiu atveju abi kartotinés ribos yra lygios.



