
10 De²imtoji savait
e. DAUGELIOKINTAMU�JU� FUNKCI-JOS. DAUGIAMAT 
E ERDV 
E. RIBIN 
ES REIK�M 
ES�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. n � mat
es erdv
es s¡voka.2. Metrin
e erdv
e. Euklidin
e erdv
e.3. Ta²ku� aib
es ir ju� aplinkos.4. n � mat
es erdv
es ta²ku� sekos.5. Daugelio kintamu�ju� funkcijos apibr
eºimas. Funkcijos ribos s¡voka. Kartotin
es ribos.10.1 n � mat
es erdv
es s¡vokaNagrin
ejome tik vieno kintamojo funkcijas, kurios atspindi vieno kurio nors dydºiopriklausomyb¦ nuo kito. Dabar d
emesi� skirsime keliu� kintamu�ju� funkciju� analizei, t.y. nagrin
esime tokias funkcijas, kai vienas dydis yra priklausomas nuo keliu� kitu� dydºiu�,pavyzdºiui, sta£iakampio plotas priklauso nuo sta£iakampio ilgio a ir plo£io b, t. y. S = ab;k	uno kinetin
e energija yra priklausoma nuo k	uno mas
es m ir nuo to k	uno grei£io v, t. y.
Ek =

mv2

2
ir pan.Steb
edami i�vairius �zikinius procesus daºnai susiduriame su tokiomis situacijomis, kaitam tikro k	uno savybes turime vertinti atsiºvelgdami i� situacij¡ tam tikruose ta²kuose,pavyzdºiui i�kaitinto strypo temperat	ura kiekviename jo ta²ke, strypo tankis kiekvien-ame ta²ke ir pan. Tokiais atvejais mes nagrin
ejame triju� kintamu�ju�, t.y. ta²ko pad
eti�nustatan£iu� dydºiu� funkcijas f(x, y, z). Jei b
egant laikui kinta stebimo k	uno charakteris-tikos, tai turime jau keturiu� kintamu�ju� funkcij¡ u(x, y, z, t).Vieno, dvieju�, triju�, keturiu� kintamu�ju� funkcijas mes dar galime i�sivaizduoti ir inter-pretuoti, ta£iau didesnio kintamu�ju� skai£iaus atveju geometrin
e ir �zikin
e interpretacijan
era ai²ki. Ta£iau analiz
eje yra naudojami didesnio uº 3 kintamu�ju� skai£iaus funkciju�apibendrinimai.10.1 Apibr
eºimas. Sutvarkytas realiu�ju� skai£iu� rinkinys (x1, x2, ..., xn), £ia xi ∈ R,

i = 1, 2, ..., n yra vadinama n � ma£iu ta²ku. Skai£iai xi, i = 1, 2, ..., n � ta²ko koordinat
es.10.2 Apibr
eºimas. Visu� n � ma£iu� ta²ku� aib
e vadinama n � mate erdve Rn.10.2 Metrin
e erdv
e. Euklidin
e erdv
e.Tam tikroje aib
eje apibr
eºkime funkcij¡ ρ(x, y), tenkinan£i¡ savybes:1)
ρ(x, y) > 0,2)

ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,3)
ρ(x, y) = ρ(y, x),



4)
ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y).Tokiu b	udu apibr
eºta funkcija yra vadinama metrika.10.3 Apibr
eºimas. Aib
e, kurioje apibr
eºta metrika, vadinama metrine erdve.

n � mat
eje erdv
eje metrik¡ apibr
eºkime taip:
ρ(x, y) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − yi)2,£ia x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn).10.4 Apibr
eºimas. Erdv
e Rn su tokiu b	udu apibr
eºta metrika, vadinama euklidineerdve.10.3 Ta²ku� aib
es ir ju� aplinkos.10.5 Apibr
eºimas. Imkime ε > 0. Tuomet aib
e B(a, ε) = {x ∈ Rn|ρ(x, a) < ε}vadinama ta²ko a ε � aplinka.Kaip ta²ko a ε � aplinka gali b	uti apibr
eºiamas ir sta£iakampis gretasienis n � mat
ejeerdv
eje.Nagrin
ekime n � mat
es erdv
es Rn ta²ku� aib¦ D. Apibr
e²ime svarbiausias s¡vokas.10.6 Apibr
eºimas. Aib
es D ta²kas vadinamas vidiniu aib
es ta²ku, jei jis priklausomin
etai aibei kartu su tam tikra pakankamai maºa savo aplinka.10.7 Apibr
eºimas. Aib
e, sudaryta tik i² vidiniu� ta²ku�, vadinama atvira aibe.10.8 Apibr
eºimas. Aib
es D ta²kas vadinamas i²oriniu aib
es ta²ku, jei jo aplinkoje n
eranei vieno aib
es D ta²ko.10.9 Apibr
eºimas. Aib
es D ta²kasM0 vadinamas ribiniu ta²ku, jei kiekvienoje ²io ta²koaplinkoje yra bent vienas aib
es D ta²kas, nesutampantis su ta²ku M0.10.10 Apibr
eºimas. Aib
es D ta²kas vadinamas kra²tiniu aib
es ta²ku, jei jo aplinkojeyra ir aib
es D ta²ku�, ir ta²ku�, nepriklausan£iu� aibei D.Kra²tiniai aib
es ta²kai sudaro jos kra²t¡.10.11 Apibr
eºimas. Aib
e, kuriai priklauso visi kra²tiniai ta²kai, vadinama uºdara aibe.10.12 Apibr
eºimas. Aib
es D ta²kas vadinamas izoliuotu aib
es ta²ku, jei jo aplinkojen
era nei vieno aib
es D ta²ko, i²skyrus ji� pati�.10.13 Apibr
eºimas. Aib
e D vadinama jungi¡ja, jei bet kurie du ²ios aib
es ta²kai galib	uti sujungti lauºte taip, kad visi jos ta²kai priklausytu� aibei D.



10.4 n � mat
es erdv
es ta²ku� sekos.10.14 Apibr
eºimas. Erdv
es Rn ta²ku� seka {xm} = {(x(m)
1 , x

(m)
2 , ..., x

(m)
n )} vadinamakonverguojan£ia, jei

(∀ε > 0)(∃N ∈ N) : ρ(xm, a) < ε, m > N .Skai£ius a vadinamas sekos riba ir ra²oma
lim

m→∞

xm = a,£ia a = (a1, a2, ..., an).Kitais ºodºiais sakant, erdv
es Rn ta²ku� seka konverguoja i� ta²k¡ a, jei atstumas tarpsekos ta²ku� ir min
etojo ta²ko pradedant tam tikru numeriu N yra pakankamai maºas.10.1 Teorema. Euklidin
es erdv
es Rn ta²ku� Mm seka konverguoja i� ²ios erdv
es ta²k¡
A = (a1, a2, ..., an) tada ir tik tada, kai erdv
es ta²ku� Mm atitinkamu� koordina£iu� sekoskonverguoja i� atitinkamas ta²ko A koordinates, t. y.

{x(m)
1 } → a1, ..., {x

(m)
n } → an.Teorema su i�rodymu.10.15 Apibr
eºimas. Erdv
es Rn ta²ku� Mm seka {Mm} yra vadinama fundamentalia, jei

(∀ε > 0)(∃N ∈ N) : ρ(Mm+p,Mm) < ε, m > N (ε), p ∈ N.10.2 Teorema. Ko²i kriterijus sekoms. Erdv
es Rn ta²ku� seka {Mm} konverguojatada ir tik tada, kai ji yra fundamentali.10.16 Apibr
eºimas. Erdv
es Rn ta²ku� seka {Mm} vadinama apr
eºta, jei egzistuoja toksbaigtinis skai£ius a, kad visi min
etosios sekos nariai priklauso sferai B(0, a).10.5 Daugelio kintamu�ju� funkcijos apibr
eºimas. Funkcijos ribos s¡voka. Kar-totin
es ribos.10.17 Apibr
eºimas. Keliu� kintamu�ju� funkcija � tai atvaizdavimas, kuris kiekvienamaib
es D ⊂ Rn ta²kui x = (x1, x2, ..., xn) pagal tam tikr¡ taisykl¦ priskiria realu�ji� skai£iu� ut. y. u = f(x1, x2, ..., xn). �i funkcija � n kintamu�ju� funkcija. Aib
e D vadinama funkcijosapibr
eºimo sritimi.10.18 Apibr
eºimas. Dvieju� kintamu�ju� funkcijos u = f(x, y) ta²kai, kuriuose funkcijai�gyja pastovi¡ reik²m¦, t. y. f(x, y) = C, £ia C � konstanta, vadinami pavir²iaus u =
f(x, y) lygio linijomis.10.19 Apibr
eºimas. Sakykime, kad kurioje nors m � mat
es erdv
es ta²ku� aib
eje P yraapibr
eºtos m kintamu�ju� funkcijos:

x1 = φ1(t1, t2, ..., tm), x2 = φ2(t1, t2, ..., tm), xn = φn(t1, t2, ..., tm).Tarkime, kad ta²kams (t1, t2, ..., tm) kintant aib
eje P, ta²kai (x1, x2, ..., xn) kinta n kintamu�ju�funkcijos u = f(x1, x2, ..., xn) apibr
eºimo srityje D. Tuomet funkcija u vadinama nkintamu�ju� sud
etine funkcija, t. y.
u = f(φ1(t1, t2, ..., tm), φ2(t1, t2, ..., tm), ..., φn(t1, t2, ..., tm)).



Tarkime, kad funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra apibr
eºta srityjeD, o ta²kas A(a1, a2, ..., an)� ribinis tos aib
es ta²kas.10.20 Apibr
eºimas. Skai£ius L vadinamas funkcijos u = f(x1, x2, ..., xn) riba ta²ke
A = (a1, a2, ..., an), jei

(∀ε > 0)(∃δ > 0) : |f(x1, x2, ..., xn)− L| < ε, |x1 − a1| < δ, ..., |xn − an| < δ,£ia (x1, x2, ..., xn) 6= (a1, a2, ..., an). Ra²ome taip:
lim

x1→a1
...

xn→an

f(x1, x2, ..., xn) = L.Paºym
ekime M = (x1, x2, ..., xn), tai tada gal
esime ra²yti
lim
M→A

f(M) = L.Pateiksime ir kitoki¡ funkcijos ribos apibr
eºimo pagal Ko²i formuluot¦:10.21 Apibr
eºimas. Skai£ius L vadinamas funkcijos u = f(x1, x2, ..., xn) riba ta²ke
A = (a1, a2, ..., an), jei

(∀ε > 0)(∃δ > 0) : |f(M)− L| < ε, ρ(M,A) < δ.Funkcijos ribos apinbr
eºimas pagal Hein¦:10.22 Apibr
eºimas. Skai£ius L vadinamas funkcijos u = f(x1, x2, ..., xn) riba ta²ke
A = (a1, a2, ..., an), jei apibr
eºimo srities D ta²ku� M sekai {Mn} konverguojant i� Aatitinkama funkcijos reik²miu� seka {f(Mn)} konverguoja i� L.Daugelio kintamu�ju� funkcijos ribos apibr
eºimai pagal Ko²i ir pagal Hein¦ yra ekviva-lent	us kaip ir vieno kintamojo funkcijos atveju.10.3 Teorema. Jei n kintamu�ju� funkcijos f(M) ir g(M), kai M → A turi atitinkamairibas b ir c, tai ir funkcijos

f(M)± g(M), f(M) · g(M),
f(M)

g(M)turi ribas, kurios atitinkamai lygios
b± c, b · c,

b

c
, c 6= 0.�ios teoremos i�rodymas analogi²kas vieno kintamojo funkcijos atitinkamos teoremosi�rodymui. Analogi²kai kaip ir vieno kintamojo atveju, galima apibr
eºti, kada daugeliokintamu�ju� funkcijos riba lygi begalybei arba funkcijos rib¡, kai argumentas art
eja i� be-galyb¦.Ta£iau greta tokiu� ribu�, kai visi argumentai art
eja prie savo ribiniu� reik²miu�, tenkanagrin
eti ir tokias daugelio kintamu�ju� funkciju� ribas, kai tam tikra tvarka nuosekliai skai£i-uojamos ribos atskiru� kintamu�ju� atºvilgiu. Anks£iau aptartos funkciju� ribos vadinamos n



� lyp
emis ribomis, o pastarosios � kartotin
emis ribomis. Kalb
edami apie kartotines ribasapsiribosime dvieju� kintamu�ju� funkcijomis.Tarkime, kad dvieju� kintamu�ju� funkcija f(x, y), apibr
eºta aib
eje D. Jei esant �ksuotaikintamojo y reik²mei skai£iuojame rib¡, kai x→ a, tai rezultatas bus kintamojo y funkcija,t. y.
lim
x→a

f(x, y) = φ(y).O v
eliau mes galime ie²koti funkcijos φ(y) ribos, kai y → b, t. y.
lim
y→b

φ(y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y).Tokiu b	udu mes jau sudar
eme vien¡ i² dvieju� galimu� kartotiniu� dvieju� kintamu�ju� funkcijosribu�. Antroji riba
lim
x→a

ψ(x) = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y)sudaroma analogi²kai, t. y. pradºioje �ksuojamas kintamasis x. Ta£iau neder
etu� manyti,kad kartotin
es ribos limy→b limx→a f(x, y) ir limx→a limy→b f(x, y) yra lygios. Gali nutiktinetgi taip, kad viena i² kartotiniu� ribu� yra baigtin
e, o kita � neegzistuoja. Kita vertus,kaip tik daºniausiai ir yra naudojamos kartotin
es ribos. Svarbi yra teorema nustatantidvilyp
es ir kartotin
es ribu� ry²i�.10.4 Teorema. Jei egzistuoja (baigtin
e arba begalin
e) dvilyp
e riba
lim
x→a

y→b

f(x, y) = L.ir bet kuriam y egzistuoja baigtin
e riba kintamojo x atºvilgiu
φ(y) = lim

x→a
f(x, y),tai egzistuoja ir kartotin
e riba

lim
y→b

φ(y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y),kuri yra lygi dvilypei ribai.Teorema su i�rodymu.Jei kartu su teoremos s¡lygomis bet kuriam x egzistuoja baigtin
e riba kintamojo yatºvilgiu
ψ(x) = lim

y→b
f(x, y),tai egzistuoja ir kartotin
e riba

lim
x→a

ψ(x) = lim
x→a

lim
y→b

f(x, y),kuri yra lygi dvilypei ribai, t. y. tik tokiu atveju abi kartotin
es ribos yra lygios.


