4 Ketvirtoji paskaita. LYGTYS, PERTVARKOMOS |
LYGTIS SU PILNAISIAIS DIFERENCIALAIS. TIESINES
DIFERENCIALINES LYGTYS

éioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Lygtys, kurios gali buti suvestos j lygtis su pilnaisiais diferencialais.
2. Integruojantys daugikliai.
3. Tiesineés diferencialinés lygties apibrézimas. Kanoninis pavidalas. Sprendiniy savybés.

4. Tiesiniy DL sprendimo budai. Lagranzo metodas.

4.1 Lygtys, pertvarkomos j lygtis su pilnaisiais diferencialais

Lygtys
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (4.1)
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kai kuriais atvejais gali buti pertvarkomos j pilnyjy diferencialy lygtis. Tokiu atveju tenka
spresti papildoma uzdavinj, t. y. nustatyti tokia funkcija u = u(x,y), i kurios padaugine
(4.1) diferencialine lygtj, gauname pilnyjy diferencialy lygtj

pM(z,y)dz + pN(z,y)dy = 0,
tenkinancia abi (3.1) teoremos salygas. Tada turi galioti lygybé
o(uM)  0(uN)

dy oxr

Cia pu = p(x,y), M = M(z,y), N = N(z,y). Funkcija p = p(z,y) vadinama integruo-
janciuoju daugikliu.
Diferencijuodami skaitikliy sandaugas, gauname
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Gautoji diferencialiné lygtis lengvai iSsprendziama tik tais atvejais, kai funkcija p yra
vieno kintamojo (x arba y) funkcija. Pla¢iau apraSysime ta atveji, kai p = p(y). Kai
i = p(x), integruojantj daugiklj skaitytojui siulome nustatyti savarankiskai.
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Kai p = pu(y), tai e 0 ir i§ (4.2) lygybés gauname, kad
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Kadangi pakanka rasti nors vieng integruojantyji daugiklj, tai
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Irodéme teorema:
4.1 Teorema. Jei reiskinys
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nepriklauso nuo x, tai (4.1) lygties integruojantysis daugiklis nustatomas (4.3) formule.
Analogiskai galima jsitikinti, kad, jeigu reiskinys
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nepriklauso nuo y, tai integruojantysis daugiklis nustatomas formule:
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4.2 Tiesinés diferencialinés lygtys

Siame skyrelyje nagrinésime pirmosios eilés tiesines diferencialines lygtis ir jy spren-
dimo budus.

4.1 Apibrézimas. Diferencialiné lygtis, kuri yra tiesiné ieskomosios funkcijos ir jos
iSvestinés atzvilgiu, vadinama pirmosios eilés tiesine diferencialine lygtimi. Bendrasis

tokios lygties pavidalas:

A@)j—z 4+ B(a)y + Clx) = 0,

¢ia A(z), B(x), C(x) — tolydZziosios kintamojo = funkcijos, o y = y(x).

Jeigu tam tikrame argumento x kitimo intervale A(z) # 0, tai tuomet tiesiné lygtis
gali buti uzraSoma taip:

y' +p(z)y = f(z), (4.4)
Gla vy = Z—Z, p(r) = %, flz) = —%. Atskiru atveju, kai f(z) = 0, gautaja lygti

vadiname tiesine homogenine diferencialine lygtimi, kurios kintamuosius galime atskirti.
Kadangi tokias lygtis esame iSnagrinéje pirmajame Sio skyriaus skyrelyje, tai ¢ia apsiri-
bosime tik (4.4) diferencialiniy lygéiy analize, kai f(z) # 0. Pirmiausia paminésime tuos
atvejus, kai yra Zinomas vienas arba du atskirieji (4.4) diferencialinés lygties sprendiniai.

Tarkime, kad y; = y1(x) yra atskirasis (4.4) diferencialinés lygties sprendinys. Ben-
drojo sprendinio ieSkome pavidalu:

y:y1+z>

Cia z = z(x). Statydami sudarytaja y iSraiska j (4.4) diferencialine lygtj, turime:

Yy + 2 4+ plz)y + p(x)z = f(z). (4.5)

Prisiminkime, kad y; yra atskirasis (4.4) diferencialinés lygties sprendinys, t. y. jj irase i
lygti gauname tapatybe:
y1 +p(@)y = f(2)
Tuomet i (4.5) turime:
2+ p(z)z = 0. (4.6)

O tai yra tiesiné homogeniné diferencialiné lygtis. Atskyre kintamuosius, randame
z(x) = C e Jr@ydr
¢ia C' — bet kuri konstanta. Tada bendrasis (4.4) diferencialinés lygties sprendinys:
y=yi+Ce P
Irodéme teorema:

4.2 Teorema. Jei Zinome vieng (4.4) tiesinés diferencialinés lygties atskirqjy sprendi-
ng, tai jos bendrqjy sprending galime isreiksti atskirojo sprendinio ir atitinkamos tiesinés
homogeninés diferencialinés lygties (4.6) sprendinio suma.



4.3 Teorema. Jei Zinome du atskiruosius (4.4) tiesinés diferencialinés lygties sprendinius
Y1 1T Y2, tai jos bendrqji sprending galime paraSyti taip:

y=1v1+Cya — y1),
¢ia C - bet kuri konstanta.

Sios teoremos teisingumu skaitytojui siulome jsitikinti savarankiskai.

Toliau aprasysime (4.4) tiesinés diferencialinés lygties sprendimo budus, kai atskirieji
sprendiniai nezinomi. Tiesinéms diferencialinéms lygtims spresti gali buti taikomi Sie
metodai:

e Lagranzo (konstantos varijavimo),
e Bernulio (keitinys y = uv),
e Oilerio (integruojanciojo daugiklio).

Panagrinékime kiekviena is jy.
LagranZo metodas.Sj metoda sudaro du pagrindiniai zingsniai:

1) Sprendziame tiesine homogenine diferencialine lygtj:
y +plx)y = 0.

Jos sprendinys yra
y = C e /r@de

2) Darome prielaida, kad C' = C(z) (todél metodas ir vadinamas konstantos varijavimo
metodu). Tiesinés nehomogeninés diferencialinés lygties (4.4) sprendinio ieskome

y = C(z)e Ir@d (4.7)

pavidalo. Tada
Y = Cla)e TP — Clapp(a) e TP

[rase y ir y' iSraiskas j (4.4) tiesine diferencialine lygtj gauname:

C'(z) e TP@d — £(g).

C(z) = / fla) el P@d gy 4 ¢

Funkcija C'(z) jrasome j (4.7), o bet kurig konstanta C; pazymime C'ir turime bendrajj
(4.4) diferencialinés lygties sprendinj:

Y= o~ [ p(a)dz (/ f(x) of Pz go 4 C) )



