
4 Ketvirtoji paskaita. LYGTYS, PERTVARKOMOS I�LYGTIS SU PILNAISIAIS DIFERENCIALAIS. TIESIN 
ESDIFERENCIALIN 
ES LYGTYS�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Lygtys, kurios gali b	uti suvestos i� lygtis su pilnaisiais diferencialais.2. Integruojantys daugikliai.3. Tiesin
es diferencialin
es lygties apibr
eºimas. Kanoninis pavidalas. Sprendiniu� savyb
es.4. Tiesiniu� DL sprendimo b	udai. Lagranºo metodas.4.1 Lygtys, pertvarkomos i� lygtis su pilnaisiais diferencialaisLygtys
M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (4.1)kuriu� funkcijos M(x, y) ir N(x, y) kartu su savo dalin
emis i²vestin
emis ∂M
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yraapibr
eºtos ir tolydºios kurioje nors vienajung
eje plok²tumos xOy srityje, bet
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,kai kuriais atvejais gali b	uti pertvarkomos i� pilnu�ju� diferencialu� lygtis. Tokiu atveju tenkaspr¦sti papildom¡ uºdavini�, t. y. nustatyti toki¡ funkcij¡ µ = µ(x, y), i² kurios padaugin¦(4.1) diferencialin¦ lygti�, gauname pilnu�ju� diferencialu� lygti�

µM(x, y)dx+ µN(x, y)dy = 0,tenkinan£i¡ abi (3.1) teoremos s¡lygas. Tada turi galioti lygyb
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,£ia µ = µ(x, y), M = M(x, y), N = N(x, y). Funkcija µ = µ(x, y) vadinama integruo-jan£iuoju daugikliu.Diferencijuodami skaitikliu� sandaugas, gauname

M
∂µ

∂y
+ µ

∂M

∂y
= N

∂µ

∂x
+ µ

∂N

∂xarba
M

∂µ

∂y
−N

∂µ

∂x
= µ

(

∂N

∂x
−

∂M

∂y

)

. (4.2)Gautoji diferencialin
e lygtis lengvai i²sprendºiama tik tais atvejais, kai funkcija µ yravieno kintamojo (x arba y) funkcija. Pla£iau apra²ysime t¡ atveji�, kai µ = µ(y). Kai
µ = µ(x), integruojanti� daugikli� skaitytojui si	ulome nustatyti savaranki²kai.



Kai µ = µ(y), tai ∂µ
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= 0 ir i² (4.2) lygyb
es gauname, kad
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.Kadangi pakanka rasti nors vien¡ integruojantyji� daugikli�, tai
µ(y) = e
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eme teorem¡:4.1 Teorema. Jei rei²kinys
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Mnepriklauso nuo x, tai (4.1) lygties integruojantysis daugiklis nustatomas (4.3) formule.Analogi²kai galima i�sitikinti, kad, jeigu rei²kinys
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4.2 Tiesin
es diferencialin
es lygtys�iame skyrelyje nagrin
esime pirmosios eil
es tiesines diferencialines lygtis ir ju� spren-dimo b	udus.4.1 Apibr
eºimas. Diferencialin
e lygtis, kuri yra tiesin
e ie²komosios funkcijos ir josi²vestin
es atºvilgiu, vadinama pirmosios eil
es tiesine diferencialine lygtimi. Bendrasistokios lygties pavidalas:
A(x)

dy

dx
+B(x)y + C(x) = 0,£ia A(x), B(x), C(x) � tolydºiosios kintamojo x funkcijos, o y = y(x).Jeigu tam tikrame argumento x kitimo intervale A(x) 6≡ 0, tai tuomet tiesin
e lygtisgali b	uti uºra²oma taip:

y′ + p(x)y = f(x), (4.4)£ia y′ =
dy

dx
, p(x) =

B(x)

A(x)
, f(x) = −

C(x)

A(x)
. Atskiru atveju, kai f(x) ≡ 0, gaut¡j¡ lygti�vadiname tiesine homogenine diferencialine lygtimi, kurios kintamuosius galime atskirti.Kadangi tokias lygtis esame i²nagrin
ej¦ pirmajame ²io skyriaus skyrelyje, tai £ia apsiri-bosime tik (4.4) diferencialiniu� lyg£iu� analize, kai f(x) 6≡ 0. Pirmiausia pamin
esime tuosatvejus, kai yra ºinomas vienas arba du atskirieji (4.4) diferencialin
es lygties sprendiniai.Tarkime, kad y1 = y1(x) yra atskirasis (4.4) diferencialin
es lygties sprendinys. Ben-drojo sprendinio ie²kome pavidalu:

y = y1 + z,£ia z = z(x). Statydami sudaryt¡j¡ y i²rai²k¡ i� (4.4) diferencialin¦ lygti�, turime:
y′1 + z′ + p(x)y1 + p(x)z = f(x). (4.5)Prisiminkime, kad y1 yra atskirasis (4.4) diferencialin
es lygties sprendinys, t. y. ji� i�ra²¦ i�lygti� gauname tapatyb¦:

y′1 + p(x)y1 = f(x)Tuomet i² (4.5) turime:
z′ + p(x)z = 0. (4.6)O tai yra tiesin
e homogenin
e diferencialin
e lygtis. Atskyr¦ kintamuosius, randame

z(x) = C e−
∫
p(x)dx,£ia C � bet kuri konstanta. Tada bendrasis (4.4) diferencialin
es lygties sprendinys:

y = y1 + C e−
∫
p(x)dx.I�rod
eme teorem¡:4.2 Teorema. Jei ºinome vien¡ (4.4) tiesin
es diferencialin
es lygties atskir¡ji� sprendi-ni�, tai jos bendr¡ji� sprendini� galime i²reik²ti atskirojo sprendinio ir atitinkamos tiesin
eshomogenin
es diferencialin
es lygties (4.6) sprendinio suma.



4.3 Teorema. Jei ºinome du atskiruosius (4.4) tiesin
es diferencialin
es lygties sprendinius
y1 ir y2, tai jos bendr¡ji� sprendini� galime para²yti taip:

y = y1 + C(y2 − y1),£ia C � bet kuri konstanta.�ios teoremos teisingumu skaitytojui si	ulome i�sitikinti savaranki²kai.Toliau apra²ysime (4.4) tiesin
es diferencialin
es lygties sprendimo b	udus, kai atskiriejisprendiniai neºinomi. Tiesin
ems diferencialin
ems lygtims spr¦sti gali b	uti taikomi ²iemetodai:
• Lagranºo (konstantos varijavimo),
• Bernulio (keitinys y = uv),
• Oilerio (integruojan£iojo daugiklio).Panagrin
ekime kiekvien¡ i² ju�.Lagranºo metodas.�i� metod¡ sudaro du pagrindiniai ºingsniai:1) Sprendºiame tiesin¦ homogenin¦ diferencialin¦ lygti�:

y′ + p(x)y = 0.Jos sprendinys yra
y = C e−

∫
p(x)dx.2) Darome prielaid¡, kad C = C(x) (tod
el metodas ir vadinamas konstantos varijavimometodu). Tiesin
es nehomogenin
es diferencialin
es lygties (4.4) sprendinio ie²kome

y = C(x) e−
∫
p(x)dx (4.7)pavidalo. Tada

y′ = C ′(x) e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x) e−

∫
p(x)dx.I�ra²¦ y ir y′ i²rai²kas i� (4.4) tiesin¦ diferencialin¦ lygti� gauname:
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∫
p(x)dx = f(x).I² £ia
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∫
p(x)dxdx+ C1.Funkcij¡ C(x) i�ra²ome i� (4.7), o bet kuri¡ konstant¡ C1 paºymime C ir turime bendr¡ji�(4.4) diferencialin
es lygties sprendini�:
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∫
p(x)dx

(
∫

f(x) e
∫
p(x)dxdx+ C

)

.


