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1.9. Standziosios PDL sistemos

Skaitiskai spresdami diferencialinj uzdavinj visada turime parinkti
diskretyjj parametra 7. Cia tenka rasti kompromisa tarp keliy reikalavimy.

Pirma, uzdavinio sprendimo laikas yra proporcingas dydziui L, todél

T
norédami sumazinti skaiciavimo kastus, siekiame integruoti su didziausiu
zingsniu 7.

Antra, baigtiniy skirtumy metodo aproksimavimo paklaida n-ajame zing-
snyje yra proporcinga dydziui C7}. Todél norédami e tikslumu apskaiciuoti
diskretyjj sprendinj, turime imti pakankamai maza zingsnj 7,, < 74.

Trecia, jei diskretusis metodas yra tik salygiskai stabilusis, tai parenkant
7 butina iSpildyti ir stabilumo reikalavima 7 < 7g. Norédami apskai-
¢iuoti pakankamai tiksly diferencialinio uzdavinio sprendinio artinj, turime
iSpildyti ir aproksimacijos tikslumo, ir diskreciojo metodo stabilumo salygas.
Todél zingsnj 7,, parenkame tokj, kad galioty nelygybé

Tn < min(7g,74).

Sprendziant jvairius uzdavinius, zingsnis 7, kartais labiau ribojamas
aproksimacijos tikslumo, kitais atvejais — stabilumo reikalavimo.

Pateiksime paprasciausia standziyjy PDL apibrézima. Sakysime, kad
PDL pradinis uzdavinys yra standusis, jei 7s yra daug mazesnis uz 74, tai
yra stabilumo reikalavimas yra daug grieztesnis uz aproksimacijos tikslumo
reikalavimg. Véliau pateiksime ir tikslesnj Sio apibrézimo varianta.

Nagrinékime modelinj uzdavinj:

d
M A, A>0,

dt (1.65)
u(0) =1.

Si uzdavinj spreskime neisreikstiniu Eulerio metodu:

IS lygties gauname lygybe
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todél neisreikstinio Eulerio metodo charakteristinés lygties sprendinys visada

tenkina nelygybe
1

= <1,
14+ A7

tai yra neisreikstinis Eulerio metodas yra nesalygiskai stabilusis.
Dabar (1.65) uzdavinj spreskime iSreikstiniu Eulerio metodu:

q

n n—1

-y
p

Y _)\ynfl )
Jo sprendinys yra
y" = (1 - )y,

todél Sis metodas yra stabilusis, tai yra |g| < 1, tik kai iSpildyta salyga

T —.

A
Jeigu A > 1, tai reikia imti labai maza diskretyjj zingsnj 7.

Pazymésime, kad jei yra viena lygtis, tai stabilumo problema néra labai
sudétinga, nes ir diferencialinio uzdavinio sprendinys u = e~
greitai. Todél laiko intervalas, kuriame sprendinio modulis didesnis uz pa-
sirinkta dydj e, néra ilgas. Uzdavinj spresime tol, kol |u(t)| > e. IS tiksliojo
sprendinio iSraiskos gausime, kad uzdavinj uztenka spresti intervale [0,77],
¢ia T apskaic¢iuojamas is lygties:

mazéja labai

eM=¢c = T=

10
Pavyzdziui, jei ¢ = 1074, tai T = —. Todél net ir spresdami (1.65) uzdavinj
salygiskai stabiliaja schema, pavyzdziui, iSreikstiniu Eulerio metodu, kai pa-

rametras 7 turi tenkinti apribojima 7 < v gauname, kad zingsniy skaicius
T

yra lygus N = — =5 ir jis nepriklauso nuo parametro A.
T

10
Intervale [0, —] Zingsnis 7 labiau ribojamas dél aproksimacijos tikslumo,
o isreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metody aproksimavimo paklaidos yra
tos pacios eilés.

Tiesiniy PDL lygciy sistemy stabilumas

Stabilumo salyga yra kur kas reikSmingesné, kai sprendziame ne viena dife-
rencialine lygti, o tokiy lygéiy sistema. Pirmiausia iSnagrinésime modeling
diferencialiniy lygciy sistema
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d
% = —)\1U1, u1(0) = 1,
p (1.66)
% = —)\QUQ, UQ(O) =1.
Uzrasykime ja vektoriniu pavidalu

au

— =AU

dt ’

)\1 0 ul
A= , U= .
0 Ao U2

Jeigu Aj > 0, tai abi sprendinio komponentés yra monotoniskai mazéjancios
funkcijos
ur(t) = e M up(t) = e 2L,

Tarkime, kad vienas i§ parametry A; yra daug didesnis uz kitg, pavyzdziui,
A2 > M. Siuo atveju komponenté us(t) mazéja daug greidiau nei wug(t),
todeél laiko intervalas [0, 7], kuriame nagrinéjame (1.66) uzdavinj, priklauso
nuo Ap:

In(1 1
o n(lfe) 10
A1 A1
Diferencialiniy lygciy sistema spreskime isreikstiniu Eulerio metodu:
n+l ' n
Y1 Y1 — _)\ly'{z ,
T
n+l ' n
Yo - Y2 — _)\Zan )

Tirdami $io metodo stabiluma gavome tokj diskreciojo parametro 7 apribo-

jima:
- ) 2 2 2
7Ty, Ts=min|—,—]=—.
5o M) T A
Taigi iSreikstiniu Eulerio metodu spresdami modeling diferencialiniy lygciy
sistema intervale [0, 7] atliksime N integravimo zingsniy:
T 5
N>=—="2s1.
TS A
Kiekviena (1.66) modelinio uzdavinio lygtj galéjome spresti ir atskirai.
Tada reikeéty imti skirtingus Zingsnius 7; ir lygtis spresti skirtinguose laiko
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intervaluose [0, 7}]. Taciau gauti rezultatai tinka ir bendroms diferencialiniy
lygciy sistemoms:

Uy
dt (1.67)
U(0) =Up.

Egzistuoja tokia ortogonalioji matrica (), kad matrica
A=Q1tAQ

yra jstrizaininé, o jos jstrizainés elementai sutampa su A matricos tikrinémis
reikSmémis. Nagrinékime nauja vektoriy V, kuris susijes su vektoriumi U
sarysiu

U=QV.

Irase Sia iSraiska j (1.67) lygti, gausime nauja diferencialiniy lygé¢iy sistema,
kurig tenkina V'(t) vektorius:

v -
= —Av
dt ’

V(0) =QU(0).

Gauta lygciy sistema yra analogiska jau iSnagrinétai modelinei diferenciali-
niy lygciy sistemai.

(1.67) diferencialiniy lygéiy sistema yra vadinama standzigja, jei iSpildy-
tos Sios salygos:

a) Relpy <0, k=1,2,... M,

_ max |Re \g|

b) > 1

min [Re Ag| ’
¢ia A yra matricos A tikrinés reiksmés. Skaicius S vadinamas A matricos
standumo skaiciums.

Standziosios diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinys priklauso ir nuo
greitai, ir nuo létai mazéjancéiy komponenciy. Pirmosios nulemia salygiskai
stabiliyjy metody pasirenkamo zingsnio 7 dydj, o antrosios — laiko intervalo
[0, 7] trukme.

Vél nagrinékime (1.66) modelinj uzdavinj. Intervale [0, }\—2] sprendinys
ug(t) keiciasi labai greitai, todél ne tik dél stabilumo, bet ir sickdami no-

rimo aproksimacijos tikslumo, turime skaic¢iuoti zingsniu 7 < bV Taciau
2
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laiko momentu ¢; = 1\—2 komponenté ug(t) jau yra labai maza, nes ug(t1) =
e 19 < 0,0001, todél norédami pakankamai tiksliai aproksimuoti funkcija
uy(t) galétume padidinti zingsnj 7 iki (’)(}\i) Taciau iSreikstinis Eulerio
metodas yra ti2k salygiskai stabilusis, todél ir toliau turime skaiciuoti mazu

zingsniu 7 = Ve
2
ISeitis i$ Sios situacijos — taikyti neiSreikstinius nesalygiskai stabiliuosius
metodus, tada diskretusis zingsnis 7 parenkamas tik atsizvelgiant j aproksi-
macijos tikslumo reikalavima. Kaip pavyzdj galime nurodyti neiSreikstinj
Eulerio metoda. Tiesiniy PDL sistemoms §is metodas uzrasomas tokiu budu:

Yy — Yn—l
—— = AY",
Tn
o netiesiniy PDL sistemoms:
Y — Yn—l
—— = F(t,,Y").



