46 1 SKYRIUS. PDL PRADINIS UZDAVINYS

1.8. Kiti skaitiniy schemy stabilumo apibrézimai

Ankstesniuose poskyriuose jau pateikéme papraséiausius stabilumo api-
brézimus ir stabilumo tyrimo metodus, kai PDL pradinis uzdavinys spren-
dziamas baigtiniame intervale [0,7]. Siame poskyryje patikslinsime sta-
bilumo apibrézima, kad ji galétume naudoti ir tais atvejais, kai T" yra bet
koks skaicius.

1.8.1. Skaitinio sprendinio apréztumas ir stabilumas

Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas yra stabilus, jei Siuo metodu
aproksimave PDL pradinj uzdavinj, turintj aprézta sprendinj, gauname taip
pat aprézta diskretyji sprendinj. Jei diskretusis sprendinys yra apréztas tik
tam tikroms parametro 7 reikSméms, tai baigtiniy skirtumy metodas yra
sqlygiskai stabilus.

Analize pradésime nuo paprasciausio modelinio uzdavinio — vienos difer-
encialinés lygties su pastoviuoju koeficientu:

d_u =—-Au, A=0,
dt (1.59)
u(0) =1.

Sio uzdavinio sprendinys yra u(t) = e~*. Nurodysime svarbia jo savybe,

kurig naudosime apibrézdami skaitinio sprendinio stabiluma: funkcija yra
apréztoji |u(t)| < 1.
Spreskime modelinj uzdavinj daugiazingsniu metodu, tada gausime lygtj
m
Z(ak + ARy =0. (1.60)
k=0

Remiantis stabilumo apibrézimu, daugiazingsnis skirtumy metodas yra
stabilus, jei (1.60) skirtumuy lygties sprendinys yra apréztas |y"| < C.

Skirtingai nuo paprasciausio Sakny kriterijaus, dabar schemos stabilumas
priklauso ne tik nuo koeficienty ag, bet ir nuo koeficienty by.

(1.60) lygtis yra tiesiné skirtumu lygtis su pastoviaisiais koeficientais,
todél jos bendrajj sprendinj isreiskiame atskiryjy sprendiniy y(¢,) = ¢" tie-
sine kombinacija. leskodami atskiryjy sprendiniy sprendziame charakter-
istine lygtj

> (ak+7Abg) ¢ F =0. (1.61)
k=0
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Baigtiniy skirtumy schema yra stabili, kai jos charakteristinés lygties
visy Sakny moduliai yra ne didesni uz vieneta, o tarp sakny, kuriy modulis
lygus vienetui, néra kartotiniy.

Istirkime dviejy baigtiniy skirtumy metody stabiluma. Pirmoji schema
yra simetrinis Eulerio metodas

i A [ o [
T 2 ’

antroji schema — dvizingsnis iSreikstinis metodas

yn _ yn—2
—— = fa-1.

= (1.62)

Pazymétina, kad abiejy schemy aproksimacijos tikslumo eilé yra antroji, jos
abi tenkina pirmajj Sakny kriterijy.
Simetrinio Eulerio metodo charakteristiné lygtis yra

(1+Z0a— (1= 23 =0.

Todél vienintelé Sios lygties Saknis

1—0,5\7

1= 150,50

nesalygiskai tenkina stabilumo reikalavima
lgf <1, kai A>0.
Dvizingsnio iSreikstinio metodo charakteristiné lygtis yra
@ +2rAq—1=0.
Apskaic¢iuojame abu Sios lygties sprendinius

G= A VIT VR g = —mh— /1T (A2,

Atlike nesudeétingus skaiciavimus, jrodome, kad |¢1| < 1, kai A > 0. Taciau
bet kurioms parametro 7 reikSméms galioja nelygybé |ga| > 1, jei tik A >
0. Todél dvizingsis iSreikstinis metodas yra nesqlygiskai nestabilusis nau-
jojo stabilumo apibrézimo atzvilgiu, nes gautasis diskretusis sprendinys yra
neaprézta i$ virsaus funkcija.

Kita vertus dvizingsnis isreikstinis metodas tenkina pirmajj Sakny krite-
rijy. Tada i$ 1.6 teoremos gauname, kad diskretusis sprendinys konverguoja,
kai laikas t yra fiksuotas, o parametras 7 artéja j nulj.
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Stabilumo srities nustatymas. Naudojantis stabilumo apibrézimu rei-
kia rasti visas (1.61) charakteristinés lygties Saknis, o paskui istirti, kada
jos tenkina stabilumo salyga. Sia analize galima suprastinti. Aibe tokiy A
reiksmiy, kada diskretusis metodas yra stabilus, vadinsime stabilumo sritimi.
Stabilumo srities konturinius taskus randame i$ charakteristinés lygties, joje
jrase reikSmes ¢ =1 ir ¢ = —1.

1.9 pavyzdys. Keturzingsnio Adamso ir Bashfortho metodo
stabilumo analizé.  Nagrinékime keturzingsnj Adamso ir Bash-
fortho metoda, sukonstruota 1.5 pavyzdyje:

Yn_ynfl - 1

. o (55F,—1 — 59F,—9 4+ 37F_3 — 9F,_y4) .

Sio metodo charakteristiné lygtis yra tokia

%) 99 37 9

4 3 2

(1= = 22 2 g — — =

¢ = 24 ) oM T oM™ 9y 0,

¢ia pazyméjome p = 7. IS lygties isreiskiame u:

B 24(q* — ¢*)
P 5543 — 592 137 —9°

Tada stabilumo srities konturo taskai yra

Kadangi p/(—1) < 0, tai keturzingsnio Adamso ir Bashfortho metodo
stabilumo sritis yra atvirasis intervalas (0,0, 3), taigi metodas yra sta-
bilusis, jei 7A < 0, 3.

Nagrinédami §j pavyzdj gavome, kad baigtiniy skirtumy schema yra sa-
lygiskai stabilioji ir skai¢iuojant reikia naudoti pakankamai maza parametra,
7 < 19. Taciau §j karta 7y jau nepriklauso nuo laiko momento T'.

1.9 lenteléje pateikta apibendrinta informacija apie Adamso ir Bash-
fortho metoda, kurj uzrasysime tokia forma:

yn — Ynfl

1
T = ;(ban—l +boFy o+ 4+ b Fm) .

Sis metodas yra stabilusis, kai 7A < v, o p pazyméjome metodo aproksi-
macijos tikslumo eile.



1.8. KITI SKAITINIU SCHEMU STABILUMO APIBREZIMAI 49

1.9 lentelé. Adamso ir Bashfortho metodas

m Y b1 b2 b3 b4 b5 P v

1 1 1 1 2,000
2 2 3 1 21,000
3 12 23 -16 ) 3 0,545
4 24 95 -59 37 -9 4 0,300
5 720 1901 -2774 2616 -1274 251 5 0.163

1.10 lenteléje tokia pati informacija pateikta apie Adamso ir Moultono
metoda:

yn _—yn-1 1
- = ;(bOFn"i_ban—l+"'+ban—m)-

T

1.10 lentelé. Adamso ir Moultono metodas

m Yy bo bl bg bg b4 P 14
1 2 1 1 2 00
2 12 5 8 -1 3 6,000
3 24 9 19 -5 1 4 3,000
4 720 251 646 -264 106 -19 5 1,837

Matome, kad neisreikstinio Adamso metodo stabilumo intervalas yra
mazdaug desimt karty didesnis uz atitinkamo tikslumo isreikstinio Adamso
metodo stabilumo intervala.

Panasiai tiriamas ir Rungés ir Kuto metodo stabilumas (pavyzdziai pa-
teikti vadovélyje).
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1.8.2. Stabilumo apibrézimas DL sistemoms

Siame poskyryje nagrinésime sudétingesnj modelinj uzdavinj — PDL
sistemos pradinj uzdavinj

dU

— = AU
dt ’
U(0) =0y,

¢ia A yra M x M dydzio matrica. Tegul \; yra matricos A tikriné reiksme,
o W; yra Sig reiksme atitinkantis tikrinis vektorius:

AWj = )\jo .

I algebros kurso zinome, kad bendruoju atveju matricy tikrinés reiksmés
yra kompleksiniai skaiciai.

Todél nagrinékime modelinj uzdavinj:

d_u = \u,
dt (1.63)
u(0) = g,

¢ia X yra kompleksinis skaic¢ius. Sio uzdavinio sprendinys u = uge* yra
apréztoji funkcija, jei A realioji dalis yra neneigiamasis skaicius:

Re X <0.

Todél diferencialinio uzdavinio stabilumo sritj sudaro kompleksinés plokstu-
mos kairioji pusplokstume

C ={\: ReX<0}.

(1.63) modelinj uzdavinj spresime daugiazingsniu skirtumuy metodu:

m

> (ar — pbr)y"F =0, p=rA.
k=0

Sio skaitinio metodo charakteristiné lygtis yra

Z(ak — bk =0.
k=0
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1.8.3. A stabilumas

Daugiazingsnio skirtumy metodo stabilumo sritimi vadiname aibe komp-
leksinés plokStumos tasky p, kuriuose sis metodas yra stabilusis, tai yra visy
charakteristinés lygties Sakny moduliai yra ne didesni uz vieneta.

Baigtiniy skirtumy metodas vadinamas A stabiliuoju, jeigu jo stabilumo
sric¢iai

A={peC: lq(p)| <1}

priklauso (1.63) modelinio diferencialinio uzdavinio stabilumo sritis C™, tai
yra visa pusplokstumé Re A < 0. Taigi A stabilusis metodas yra nesalygiskai
stabilus.

Eulerio metodo stabilumo sritis. IsStirsime FKulerio metodo stabiluma.
Pirmiausia (1.63) modelinj uzdavinj spresime isreikstiniu Eulerio metodu

y =y, p=TA
Stabilumo salyga |14 p| < 1 kompeksinéje plokstumoje apibrézia stabilumo
sriti
(o +1)* + i <1,
¢ia po ir p; yra atitinkamai realioji ir menamoji kompleksinio skaic¢iaus pu
dalys. ISreikstinio Eulerio metodo stabilumo sritis pavaizduota 1.2 pav. a

dalyje. Matome, kad isreikstinis Fulerio metodas yra tik salygiskai stabilu-
sis.

rl.5

u
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1.2 pav. Stabilumo sritys (pilka spalva): a) iSreikstinio Eulerio metodo, b) neisreiks-
tinio Eulerio metodo
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Dabar (1.63) modelinj uzdavinj spresime neisreikstiniu Eulerio metodu

n+1 1 n

Y :ﬂy'

Sio metodo stabilumo sritis apibréziama nelygybe
1
=<t
1—p
kurig pertvarke, gauname stabilumo sritj

(1= po)* +pi>1.

Ji pavaizduota pilka spalva 1.2 pav. b dalyje. Matome, kad neisreikstinio
Eulerio metodo stabilumo sritis yra platesné uz diferencialinio uzdavinio
stabilumo sritj, todél neisreikstinis Eulerio metodas yra A stabilusis, o kartu
ir nesqglygiskai stabilusis.

Rasime simetrinio Eulerio metodo stabilumo sritj. Siuo metodu spreski-

me modelinj uzdavinj

oyt ey w1405

= =
T 2 Y 1- 0,50
Simetrinio Eulerio metodo stabilumo sritis apibréziama nelygybe
1+0,5u <1
1-0,5u

kuria iSsprende randame stabilumo sriti po < 0. Taigi simetrinio Eule-
rio metodo stabilumo sritis sutampa su diferencialinio uzdavinio stabilumo
sritimi C~, todél ir Sis metodas A stabilusis.

Gavome, kad iSreikstinis Eulerio metodas néra A stabilusis, o neisreiks-
tinis ir simetrinis Eulerio metodai yra A stabilieji.

Suformuluosime du svarbius teiginius apie A stabiliuosius metodus.

1.7 teorema. Tarp daugiazingsniy skirtumy metody néra A stabiliojo is-
reikstinio metodo.

Pasirodo, kad ir neisreikstiniy A stabiliyjy metody klasé néra plati.

1.8 teorema. Tarp tiesiniy daugiazingsniy skirtumy metody néra A sta-
biliyjy metody, kuriy tikslumo eilé buity didesné negu antroji.

Simetrinis Eulerio metodas yra A stabiliojo antrosios tikslumo eilés metodo
pavyzdys.
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1.8.4. A(«) stabilieji daugiazingsniai metodai

Nagrinéjant didesnio tikslumo metodus, tenka susilpninti stabilumo
reikalavimus. Daugelio taikomuyjy uzdaviniy matricy A visos tikrinés reiks-
meés yra realiosios, pavyzdziui, Sia savybe pasizymi simetrinés matricos.
Todél apibrésime dar viena stabilumo savoka.

Daugiazingsnis skirtumy metodas vadinamas A(«) stabilivoju, jeigu jo
stabilumo sric¢iai priklauso aibé

larg(—p)| <a, p=TA.

Jeigu matricos A visos tikrinés reikSmés yra realiosios ir neneigiamosios
Aj <0, tai A(a) stabilusis metodas yra nesalygiskai stabilusis. Pazymétina,
T
kad A(E) stabilumo apibrézimas sutampa su A stabilumo apibrézimu.

Giro metodas. Yra sukonstruoti didelés tikslumo eilées A(a) stabilieji
daugiazingsniai skirtumy metodai. Vienas i$ dazniausiai taikomy yra wvi-
siskai neisreikstinis metodas
apY™ + alynfl 4+ Fa Y™™
T

= F(tp,Y"),

kuris dar vadinamas Giro (Gear) metodu.

Kadangi visiskai neisreikstinis metodas yra atskiras daugiazingsniy skir-
tumy metody atvejis su b; = 0, j = 1,2,...,m, tai ir p-osios eilés aproksi-
macijos salygas randame i§ (1.47) lygéiu sistemos, gautos daugiazingsnio
skirtumy metodo koeficientams skaiciuoti:

aoz—(a1+...+am),

k=1 (1.64)

Todél didziausia m-zingsnio Giro metodo aproksimacijos tikslumo eilé yra
lygi m.



54 1 SKYRIUS. PDL PRADINIS UZDAVINYS

1.10 pavyzdys. Dvizingsnis Giro metodas. Sudarykime (1.64)
tiesiniy lygciy sistema, kai m = 2:

ap = —a; — az,
ay + 2ay = —1,
a1 + 4as = 0.

Issprende Sig sistema, gauname dvizingsnio Giro metodo formule

3y"™ — 4yn—1 + Yn—2
2T

= F(t,,Y").

1.11 lenteléje pateikti Giro metodo, uzrasyto tokia forma

aoyn + alynfl NI amynfl
T

=7 F(t,,Y"),
koeficientai.

1.11 lentelé. Giro metodas

ag aq a as a4 as

12 25 48 36 -16 3

m
2
3
4
5 60 137 -300 300 -200 75 -12




