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1.7. Daugiazingsniy skirtumy metody stabilumas

Nors mes ir sudaréme auksCiausiosios tikslumo eilés daugiazingsnius skirtumy
metodus, taCiau ne visi i$ jy yra tinkami taikyti. Kodél taip yra, paaiskes, kai
iSnagrinesime kitg svarbig schemy savybe — stabiluma.

Noréedami iSsiaiskinti stabilumo sgvoka nagrinekime tokj modelinj uzdavinj:

du
{ a0 (1.60)
u(0) = ug .

Sio uzdavinio sprendinys yra konstanta
u(t) = u(0).

Dabar modelinj uzdavinj spresime (1.47) daugiazingsniu baigtiniy skirtumy
metodu:

> aytF=0. (1.61)
k=0

Gautoji lygtis yra skirtuminis (1.60) diferencialinés lygties artinys. Todeél stabilu-
mo apibrézime tvirtinsime, kad Siy lyg€iy sprendiniy kokybinés savybés turi buti
panasios.

Daugiazingsnis skirtumy metodas yra stabilus pradinés salygos atzvilgiu, jeigu
(1.61) lygties sprendiniui galioja jvertis:
ly"| < Cmax(|y°fly'], .., [y 7)), n=m,m+1,..,N. (1.62)

(1.61) lygtis yra atskiras skirtumy lyg€iy su pastoviaisiais koeficientais atve-
jis. Jy sprendimo metodai panaSus j diferencialiniy lyg€iy su pastoviaisiais koefi-
cientais sprendimo budus. Bendrasis Sios lygties sprendinys iSreiSkiamas atskiryjy
sprendiniy

y(tn) = ¢"
tiesine kombinacija. |state atskirajj sprendinj j (1.61) lygtj, gausime daugiazings-
nio skirtumy metodo charakteristing lygtj:

m
Flg) =Y arg" " =0.
k=0

Stabilumo jvercio galiojimas priklauso nuo charakteristinés lygties sprendiniy.
Pazymekime ¢,,4. charakteristines lygties didZiausio modulio Saknj:

lq] < |gmaz -
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IS (1.56) lygCiy sistemos pirmosios lygties gauname, kad

F(1)=>) ax=0,
k=0

taigi ¢ = 1 yra charakteristines lygties Saknis, todél |gq.| > 1.
Tarkime, kad |gmq.| > 1, tada ja atitinkantis atskirasis sprendinys lygus

y" = e
Matome, kad (1.61) uzdavinio sprendinys y7, kuris taskuose t;, j = 0,1,...,m—1
yra ne didesnis uz §, véliau dideja eksponentiSkai greitai, todel (1.62) stabilumo
jvertis negali galioti.

Lieka iSnagrinéti atvejj, Kai |gmax| = 1, bet Sis charakteristinés lygties sprendi-
nys yra [ > 1 kartotinumo. Tada (1.61) skirtumy lygties atskirasis sprendinys yra

tokio pavidalo:
-1
_ 1 n
y" =gt <m> )

Cia m > 1, nes prieSingu atveju charakteristiné lygtis kartotiniy Sakny neturéty.

N . T Ty\!-1
Matome, kad laiko intervale [0, 7] sprendinys gali iSaugti iki 0(5(;) ) dy-
dzio, todél (1.62) stabilumo nelygybé negalioja ir Siuo atveju.

Taigi gauname tokia butinajg salyga, kuria turi tenkinti bet kuri efektyvi skir-
tumy schema, naudojama PDL pradiniam uzdaviniui spresti.

Sakny kriterijus. DaugiaZingsnis metodas (1.47) tenkina 3akny kriterijy, jei vi-
sos Sio metodo charakteristinés lygties Saknys priklauso sriciai |¢| < 1, o tarp
Sakny kuriy modulis lygus vienetui néra kartotiniy.

Net ir toks paprastas stabilumo kriterijus smarkiai susiaurina praktiniams skai-
Ciavimams taikytiny daugiaZingsniy skirtumy metody klase.

1.5 teorema. Jeigu daugiazingsnis skirtumy metodas tenkina Sakny kriterijy, tai
auksCiausia galima aproksimacijos eilé yra arba

a) p = m, jei schema yra iSreiksting, arba

b) p = m + 1, jei m — nelyginis skaicCius, arba p = m + 2, jei m — lyginis
skaicius ir schema yra neisreikstiné.

Pazymeétina, kad Adamso metodai visada tenkina Sakny kriterijy. Todél Adam-
so ir Bashfortho metodas yra iSreikstinio daugiaZzingsnio metodo, turin€io auks-
Ciausig galima aproksimacijos eile, pavyzdys. Jei m yra nelyginis skaiCius, tai
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Adamso ir Moultono metodas irgi yra analogisko neisreikstinio metodo pavyzdys.
(1.59) metodas yra neidreikstinis dviZingsnis metodas, turintis auk3ciausia ketvirtg
aproksimacijos tikslumo eilg.

Be jrodymo suformuluosime teorema apie daugiaZingsnio skirtumy metodo
sprendinio konvergavima.

1.6 teorema. Tegul visos charakteristinés lygties Saknys tenkina Sakny kriterijy.
Be to, tegul ||F)(t,U)|| < L. Tada, kai yra pakankamai mazos parametro
reikSmés, galioja toks tikslumo jvertis:

n CoT j j
127 < e max 127+ Cs 3 7l (1.63)
j=m
Vel gavome teiginj, kad stabiliy skaitiniy metody sprendinio tikslumo eilé su-
tampa su Siy metody aproksimacijos tikslumo eile.

Pradiniy m artiniy skaiCiavimas

Daugiazingsnio skirtumy metodo formule (1.47) galime naudoti tik nuo m-0jo
laiko sluoksnio. Todél pradédami skaiiavimus turime Zinoti artinius

Yo vyt ... ymt,

Sprendinj Y° randame i$ pradinés diferencialinio uzdavinio salygos. Kitus arti-
nius apskaiCiuojame kokiu nors kitu skaitiniu metodu, pavyzdziui Rungeés ir Kuto
metodu. IS daugiaZingsnio skirtumy metodo tikslumo jvercio (1.63) gauname, kad
Siy pradiniy artiniy tikslumas turi buti ne blogesnis negu metodo aproksimacijos
tikslumas. Kadangi ieSkome tik fiksuoto skaicCiaus pradiniy reikSmiy, tai jas galime
apskaiciuoti skaitiniais metodais, kuriy tikslumo eilé yra vienetu Zemesné nei pa-
grindinio daugiazingsnio skirtumy metodo. Papildoma tikslumo eilg jneSa daugik-
lis 7, i$ kurio dauginame lokaligja paklaidg jvertindami vieno zingsnio paklaidos
kitima.

Pateiksime pavyzdj, kaip gali buti sprendziamas pradiniy salygy parinkimo uz-
davinys.

1.9 pavyzdys. 4-Zingsnio Adamso ir Bashfortho metodo pradinés saly-
gos. Nagrinekime ketvirtosios tikslumo eilés isreikSting Adamso schema,
kurig sukonstravome 1.5 pavyzdyje:

yr—ynl

- 57 (05Fn—1 = 59F, 5+ 37F, 5 — 9F, 1) .
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Matome, kad 3iai formulei reikalingos keturios pradinés reikdmes Y9, Y1,
Y2, V3. Artinj Y° randame i3 diferencialinio uzdavinio pradinés salygos.
Kitus tris artinius Y'!, Y2 ir Y2 apkaiGiuojame, pavyzdziui, isreikstiniu trijy
pakopy Runges ir Kuto metodu (1.25):

K1 = F(ty,Y™),
Ky = F(t, + g,w + %Kl),

KgZF(tn+T,Yn—TK1+2TK2),

yntl :Y”+%(Kl—|—4K2+K3), n=0,12

Kadangi Sio Rungés ir Kuto metodo aproksimavimo paklaida tenkina ne-
lygybe ||W7| < C73, tai i$ 1.3 teoremos konvergavimo jvercio gauname,
kad
27| < t3C max || 99| <3C7Y, n=1,2,3.
0<5<3

Todel (1.9) daugiazingsnio metodo su pradinémis salygomis Y'!, Y2, Y3,
apskaiciuotomis Rungés ir Kuto metodu, tikslumo eilé yra ketvirtoji.
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