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1.4. Runges ir Kuto metodas

1.4.1. Prediktoriaus-korektoriaus metodas

Palyginkime iSreikstinj ir simetrinj Eulerio metodus. Pirmojo i$ jy pagrindi-
nis privalumas tas, kad iSreikstinio metodo realizacija yra daug ekonomiskesne,
tai ypaC svarbu, kai sprendziame dideles PDL sistemas. TaCiau simetrinio Eulerio
metodo tikslumo eilé yra antroji, todél norédami apskaiCiuoti PDL pradinio uz-
davinio (1.1) sprendinj numatytu tikslumu, galime naudoti didesnj Zingsnj = nei
iSreikstiniu Eulerio metodu, tai yra sumaziname Zingsniy skaiCiy.

Siame poskyryje sukonstruosime naujg isreikstinj baigtiniy skirtumy metoda,
kurio aproksimacijos tikslumo eilé irgi yra antroji. Pirmiausia pazymésime, kad
simetrinio Eulerio metodo aproksimacijos tikslumo eilé nepasikeis, jei naudosime
lygt

YY" F(tn,Y™) + F(t,,Y)
Tn+1 N 2
kurioje pagalbiné funkcija Y* apskaiCiuojama taip, kad imdami diferencialinio uz-
davinio sprendinj U gausime nelygybe

|F(tasr, U™HY) = F(t, U] < O

, (1.35)

Parodysime, kad Y* galima apskaiCiuoti iSreikstiniu Eulerio metodu
Y*=Y"+7,1F(t,,Y"). (1.36)

Pirmajj algoritmo zingsnj (1.36) vadinsime prediktoriumi (angl. predict — progno-
zuoti). Antrasis Sio algoritmo zingsnis (1.35) taip pat yra iSreikstinis, jis vadinamas
korektoriumi (angl. correct — iStaisyti).

Tarkime, kad funkcija F'(¢t,U) yra LipSico funkcija. Be to, papildomai parei-
kalaukime, kad PDL pradinio uzdavinio sprendinio antroji iSvestine buty aprézta i$
virsaus
Tada i$ (1.15) ir (1.36) nelygybiy gausime tokius jvercius

[F (tns1, UY) = Fltpsr, US| < LU = U7
< LU — U™ — 7,01 F(t,, U™) ||
=L U U™ — 71U (t) | -

I3skleide U™ Teiloro eilute ir pasinaudoje (1.37) salyga gausime reikalinga
aproksimavimo paklaidos jvertj

1F (tng1, U = Ftns1, UM < == 72
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Skaiciavimo eksperimento rezultatai, kai sprendziame Silumos spinduliavimo
uzdavinj pateikti 1.5 lenteléje. Palyginkite Siuos rezultatus su simetrinio Eulerio
metodo sprendinio paklaidomis, pateiktomis 1.4 lenteléje.

1.5 lentele. Prediktoriaus-korektoriaus metodo tikslumo analize
T E(T) E27)/E(T)

1,000 3,523E-6 4,031
0,500 8,770E-7 4,017
0,250 2,188E-7 4,009
0,125 5,461E-8 4,006

Prediktoriaus-korektoriaus metodu i$ pradZiy prognozuojame sprendinio reiks-
me, apskaiCiuojame ja iSreikstiniu Eulerio metodu, o paskui, remdamiesi didesnio
tikslumo skaitinio integravimo formule ir naudodami 3ig reikSme, patiksliname
sprendinj.

Pateiksime dar viena antrosios tikslumo eilés prediktoriaus-korektoriaus me-
todg. Sj kartg (1.9) formuléje integralg apskaiGiuosime pagal viduriniy reik3miy
algoritma:

1
Y* = Yn + §Tn+1F(tn,Yn) 5

yn+tl _yn (138)
= Fltaros V7).
Tn+1

Pazymeétina, kad prediktoriaus etape prognozuojame sprendinio reikSme intervalo
vidurio taske ¢ = ¢,,0,5.

1.4.2. Runges ir Kuto metodo bendroji schema

Prediktoriaus-korektoriaus metode realizuodami vieng jo Zingsnj vektoriaus
F(t,U) reikdme skaiCiavome dviejuose kiekvieno intervalo [t,,, t,, 1] taSkuose. Si-
taip pavyko sukonstruoti iSreikstinj antrosios tikslumo eilés metoda. Dabar pateik-
sime metodo apibendrinimg, kai viename Zingsnyje funkcijos F'(¢,U) reikSmes
skaiCiuojamos keliuose taskuose. Juos parenkame taip, kad gautojo artinio tikslu-
mas buty kuo didesnis. Toks metodas vadinamas Rungés ir Kuto (Runge - Kutta)
metodu.
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m- pakopis iSreikstinis Rungés ir Kuto metodas

Sakykime, kad turime koeficienty lentele, kuri dar vadinama Rungeés ir Kuto
metodo matrica:

az | bar
ag | b1 D32

Am | bm1 bma - bm,m—l
o1 02 T Om—1 Om

Tada nuosekliai apskaiCiuojame iSraiSkas

(K1 = F(tnayn)a

Ky = F(t, + aoTp41, Y™ + Tnp1b21 K1)

K3 = F(tn + a3Tnt1, Y™ + Top1 (b31 K1 + D32 K3)) (1.39)

1

m—
Km = F(tn + AmTn+1, yn + Tn+1 Z bmJKJ) .
j=1

Sprendinio Y+ reik§mé apskaiciuojama isreikstine formule

m
Y =Y 4701 0K (1.40)
j=1

Taigi realizuodami m-pakopio Rungeés ir Kuto metodo algoritma funkcijos
F(t,U) reikSmes skaiCiuojame m skirtinguose intervalo [¢,,, t,,11] taSkuose.

1.4 pavyzdys. Dvipakopis Rungés ir Kuto metodo algoritmas. Predik-
toriaus-korektoriaus metodo algoritmai (1.35) — (1.36) ir (1.38) yra atskiri
dvipakopio Rungés ir Kuto metodo atvejai. Jy koeficienty lentelés ir reali-
zavimo formulés tokios:

(1.35) — (1.36) algoritmas
1] 1
10,5 0,5

Ky = F(t,,Y"),
KQ = F(tn + Tn-i-lyYn + 7_n—i-l-[(l) s

yrntl _yn Ky + Ky
Tn+1 2 .
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(1.38) algoritmas

0,5]0,5

| 0 1

Ky = F(ty,Y"),
1 a1

Koy = F(tn + 5 Tnt1, V" §Tn+1K1),
Yn—i—l _yn
— =K.

Tn+1

Pateiksime m-pakopio Rungeés ir Kuto metodo algoritma.

procedure Rungés ir Kuto metodo algoritmas

begin
1. Pradinés salygos skaiCiavimas
t=0, n=0
for i=1to M
Y NTi] = Uil
end for

2. Sprendinio skaiCiavimas nauju laiku ¢,
while ((t + Tn41) < T)
for i=1 to M
Y S[i| = YNi]
end for

3. Tarpiniy vektoriy K; skaiCiavimas
for i=1 to M
Kl[z] = fl(t,YS)
end for
for j =2 to m
for i=1to M
Y N[i] = Y S[i]
for k=1 to j—1
YN[Z] = YN[Z] + Tn+1bijk [Z]
end for
end for
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for i=1 to M
Kji] = fi(t + Tny1a5, Y N)
end for
end for
4. Vektoriaus Y"t! skai€iavimas
for i=1 to M
Y N[i] = Y S[i]
for j=1 to m
YN[Z] = YN[’L] + Tn+1JjKj(’i)
end for
end for
t=1+ Tn+1
n=n+1
end while
end

1.4.3. Rungeés ir Kuto metodo koeficienty radimas

Algoritmo koeficientai a;, b;;, o; parenkami taip, kad metodo aproksimacijos
tikslumas buty didZiausias. ISnagrinésime dvipakopj Rungeés ir Kuto metodg. 13
Sio pavyzdzio bus aiSku, kaip koeficientai randami ir bendruoju atveju.

Imsime vienos diferencialinés lygties atvejj, kai M = 1. LygCiy sistemy anali-
zé atliekama visiSkai taip pat, be to, tik Rungeés ir Kuto metodams, kuriy tikslumo
eilé didesné uz ketvirtajg, atsiranda papildomy lygcCiy, kurias turi tenkinti metodo
koeficientai. Kadangi paprastai randame ne konkrety vienintelj nurodyto tikslumo
Runges ir Kuto metoda, o metody Seima, priklausancig nuo keliy laisvy parametry,
tai dazniausiai pavyksta patenkinti ir Sias papildomas lygtis.

Dvipakopio Rungeés ir Kuto metodo formulése yra keturi laisvi parametrai as,
ba1, 01, 0!

Kl = f(tn>yn)7
Ky = f(tn + ao7,y" + b1 7K7),
ynH =y" +7(01K1 + 02K3).

PerraSykime paskutinigjg lygybe standartine forma:

n+1 n
= 01f(tn,y") + oof (tn + a2, 4" + b7 f (tn, y"™)) -
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Metodo aproksimacijos tikslumo analizé. Priminsime, kad aproksimavimo pa-
klaida vadinamas dydis, gaunamas jraSius j baigtiniy skirtumy lygtj PDL pradinio
uzdavinio sprendinj, taigi Rungés ir Kuto algoritmo aproksimavimo paklaida yra

n+1 u™
Y= ———— — 01 f(tn,u") — oo f (tn + aoT, U™ + Thoy f (tn, u")) .

Tarkime, kad diferencialinio uZdavinio (1.1) sprendinys ir funkcija F'(¢, U) tenkina
tokias glodumo sglygas (jas uzraSome bendrajam PDL sistemos atvejui):

(0] < Cs, i=1,2,-- M, t€0,T],

0 f;(t,U)

— L <My, a+p+y=2.
ot oul] du]]

Tada teisingi tokie Teiloro skleidiniai:

S = () + o (1) + O,
- 2
Of (tn,u"
f(tn + agm,u™ + Thoy f(tn, u™)) = f(tn,u™) + m2%
Of (tn,u"
+ 7b21 f (tn, un)% +0(r?).

Diferencijuodami (1.1) lygtj ¢ atzvilgiu, iSreiSkiame sprendinio iSvesting:

_0f o _of of
ot  Ou ot  ou’’

|ra8e Siuos skleidinius j aproksimavimo paklaidos iSraiskg, gausime lygybe

Y = (1—01—02)f(tn,u") +7(0,5 — UWQ)W
+7(0,5 — oabor) f(tn, u”)% +O().

Norédami gauti antrosios tikslumo eilés aproksimacija, sudarome lyg€iy sistema

o1 +o09=1,
02a2:0,5,
0'2b21:0,5.
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Taigi keturiems dvipakopio Rungeés ir Kuto metodo koeficientams nustatyti gavome
tris lygtis. Todel vienas parametras lieka laisvas, tai yra sukonstravome Runges ir
Kuto metody Seima, priklausan€ig nuo parametro o

‘ 1—0 o
Jos skaiCiavimo formulés diferencialiniy lygcCiy sistemoms yra tokios:

Ky = K(t,,Y™),
T T
Ko=F(tp,+—,Y"+ —K
2 ( n+ 25" + % 1) )
Y™ =YY"+ 7((1 - 0)K1 4+ 0K3).
Imdami o = 1ir o = 0,5 gauname du atskirus $ios Runges ir Kuto metodo Seimos
algoritmus, iSnagrinétus 1.4 pavyzdyije.

Jeigu Teiloro skleidiniuose butume iSrase ir O(72) eilés narius, tai butume
galéje jsitinkinti, kad vieno papildomo parametro neuZteks visus juos prilyginti
nuliui.

Galima ir paprasCiau jrodyti, kad néra tokio dvipakopio Rungeés ir Kuto meto-
do, kurio tikslumo eilé buty tre€ioji. Tam uZtenka rasti bent vieng kontrapavyzdj.
Nagrinekite tokj uzdavinj

a7’
u(0) =1,

kurio sprendinys yra u(t) = et. Jj aproksimuokime dvipakopiu Rungeés ir Kuto
metodu:
Yn+l -Yy" n n T n T n
f:(l—J)Y +o(Y +%Y ) = (1+§)Y .

ir istirkite Sio metodo aproksimavimo paklaidg (tokia analizé pateikta vadovelyje,
bet pabandykite ja atlikti savatankiskai).
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1.4.4. Daugiapakopiai Runges ir Kuto algoritmai

Panasi analizé rodo, kad ir kitoms m reikSméms gauname ne vieng konkrety
Rungeés ir Kuto metoda, o metody 3eima, priklausanCig nuo vieno ar keliy para-
metry. Siuos parametrus parenkame remdamiesi papildomais kriterijais: algo-
ritmo realizavimo ekonomiskumu, stabilumo reikalavimu ir kitais. PaZzymeésime,
kad Rungeés ir Kuto metodo pakopy skaicius (o kartu ir funkcijos F'(¢, U) reikSmiy
skaiGiavimo skaiCius) didéja greiiau nei metodo aproksimacijos tikslumo eilé. Sie
duomenys pateikti 1.6 lentelgje.

1.6 lentele. Runges ir Kuto metodo aproksimacijos tikdumo eiles priklausomybe nuo
etapy skaiciaus

Etapy skaiCius m 1 2 3 4 5 6 7 8
Tikslumoeile p 1 2 3 4 4 5 6 6

Pateiksime skaiCiavimo praktikoje daZniausiai naudojamy Rungeés ir Kuto al-
goritmy koeficientus:

m=3,p=3
05| 0,5 05 | 05
1 ‘ 12 0,75‘ 0 075 (1.42)
\ 141 \ 2 1 4
6 6 6 9 3 9
m=4,p=4
0,5 | 0,5 05 | 05
0,5 0 0,5 0,5 \/52—1 %
1 0 1 1 V2 242
2 2
i1l 1 2oV 2402 1
6 3 3 6 6 6 3 6
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Keturpakopiu Rungés ir Kuto metodu iSspresime diferencialiniy lygCiy siste-
mos, apraSancios dviejy planety judéjimo uzdavinj (Zr. vadovélj). 1.7 lenteléje
pateikos diskreCiojo sprendinio globaliosios paklaidos E(7) reikSmés taske ¢ = 1.

1.7 lentelé. Keturpakopio Rungesir Kuto metodo tikslumo analize
T E(T) E(21)/E(T)

0,1000 3,799E-4 18,994
0,0500 2,052E-5 18,515
0,0250 1,170E-6 17,532
0,0125 6,951E-8 16,838

Matome, kad du kartus sumazinus integravimo Zingsnj, diskreciojo sprendinio
globalioji paklaida sumazéja apie 16 karty.



