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1.2. Neisreikstinis ir simetrinis Eulerio metodai

1.2.1. Neisreikstinis Eulerio metodas
Jeigu (1.8) lygtyje

tn+1 tn+1

dU
Urtt = un + / —dt =u" + / F(t,U)dt.
tn tn

integrala aproksimuosime desiniyjy stac¢iakampiy formule, tai gausime neis-
retksting Eulerio metodg
YnJrl _yn

=F (tps1, Y™ ) . (1.10)
Tn+1

Realizuoti 8] metoda jau néra taip paprasta kaip isreikstinj Eulerio meto-
da. Diskretusis sprendinys nauju laiku ¢, randamas sprendziant netiesiniy
lygciy sistema

Y™ — i F (t, Y = Y7 (1.11)

(1.11) spresti dazniausiai taikome paprastuju iteraciju ir Niutono metodus.

Paprastyjy iteracijy metodas

Naujg sprendinio Y *! artinj apskai¢iuojame tokiu iteraciniu metodu

s+1 s

Y =701 F(t1,Y) +Y", s>0, (1.12)
0

Yy =Y".

Reikalausime, kad visada galioty jvertis

s+1 s s s—1
Y =Y[|<qlY =Y, q¢<1, (1.13)
o iteracijas skaic¢iuosime tol, kol bus ispildyta konvergavimo salyga

s+1 s 1_q
1Y —=Y|| <

€, (1.14)

¢ia || - || yra kokia nors vektoriaus norma, pavyzdziui:

n —_— .
™= max yi(tn)]-
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Pabandysime issiaiskinti, ar visada galima taip parinkti integravimo
zingsnj, kad galioty aukséiau suformuluotos salygos.

(1.11) lygties sprendinys egzistuoja ir (1.12) iteraciniu metodu gautoji
seka konverguoja, kai funkcija F'(¢,U) yra apréztoji ir tenkina Lipsico salyga:

I1F(t V)| < Mo, (1.15)
I1F@E,U) - Ft, V)| < LI|U - V.

1.1 teorema. Jei yra teisingos (1.15) nelygybeés, tai pakankamai mazoms
diskreciojo parametro 7,41 reiksméms 1,41 < q/L, (1.11) lygciy sistema
turi vienintelj sprendinj, paprastyjy iteraciju seka (1.12) konverguoja i Sj
sprendinj ir galioja (1.13) jvertis.

S
Irodymas. Pirmiausia jrodysime, kad iteracijy seka Y yra fundamenta-

s+1 S
lioji (arba Kosi seka). Dvieju gretimuy iteracijy skirtumas Y — Y tenkina
lygti
s+1 s s s—1
S G (F(tn+1,Y) CF(ten)Y )> .

Remdamiesi (1.15) salyga gauname, kad
s+1 s s s—1
Y =Y[|<miL [Y — Y.

Todél kai 7,41 < %, yra teisingas (1.13) jvertis. Nagrinekime dviejuy artiniy

s+m s+1
skirtuma Y — Y |, kaim > 2:

s+m s+1 s+m s+m—1 s+m—1 s+1
Y -Y=Y-Y 4+ Y -Y

s+m s+m—1 st+m—1 s+m—2 s+2 s+1
=Y-Y 4+ Y -Y +---+Y-Y.
Is sios lygybes ir (1.13) jvercio, imdami ¢ < 1, gauname nelygybe

s+m  s+1 me1 " s+1 s
1Y =Y [ < ("' +¢" 7+ +q)l|Y -Y]
q s+1 s
<—|Y =Y. (1.16)
l—q
Rekurentiskai naudodami (1.13) nelygybe, irodome, kad

s+1 s s s—1 s 1 0
|V =Y[[<qY =Y [<¢ [y -Y].
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0
IS pradinio artinio parinkimo Y = Y™ ir (1.12) lygties gauname jvertj

1
1Y = Y| < g [[F(nsr, Y| < Toga Mo,

todeél

s+m  s+1 Magst1!
R

Pakankamai dideliems s > sg(e) galioja nelygybeé

Hys—I—m o YS+1H S c.

S
Taigi jrodéme, kad iteracijy seka Y yra fundamentalioji. Tada egzistuoja
riba

S
lim Y = y"*t,

§—00

kuri yra neisreikstinio Eulerio metodo sprendinys laiko momentu ¢,,41. Ne-

lygybéje (1.16) imdami m — oo ir naudodamiesi iteraciju pabaigos salyga
s+1
(1.14), gauname artinio Y tikslumo jvertj

s+1
Iy =Y <e.
Teorema jrodyta. O

Niutono metodas

Naujg neisreikstinio Eulerio metodo sprendinio Y *! artinj apskai¢iuojame
tokiu iteraciniu metodu:

s s+1 s s s
<I - Tn+1Jn+1 (Y)) < Y - Y) =-Y+Y"+ Tn+1F(tn+1,Y> s (117)

¢ia I pazyméjome vieneting matrica

1()...()
I R
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o matrica J, 11 yra vektoriaus-funkcijos F' jakobianas

oh oh . O

oy1 Oy Oynm

Ofa  0f df2

Ofi(tnas,Y g9r 9di2 . 92

Jnp1(Y) = (%) =| 0yr  Oye Oym

j . . ) .
Ofm Ofm = Ofm
oy1 Oy Oynmr

Modeliuojant daugelj technikos ir gamtos procesy tenka spresti dideles
PDL sistemas, tada analiziskai skai¢iuoti ir programuoti matricos Jp4+1(Y)
koeficientus yra neekonomiska ir sunku. Todél dazniausiai J,,41(Y) koefi-
cientai yra apskaic¢iuojami pagal skaitinio diferencijavimo formules:

Ofi(tn+1,Y) _ filtas1, Y + hEj) — filtn+1,Y)
Byj h ’

¢ia pazyméjome vektoriy E; = (815, 824, - - -, 0nr5) T, pavyzdziui,
Ey = (1,0,...,00T, E;=(0,1,0,...,0).
Taigi realizuodami Niutono metoda kiekvienoje iteracijoje turime ap-

skaiciuoti matrica J,41 (}S/) ir iSspresti tiesiniy lygé¢iy sistema (1.17). Mato-
me, jog vienai Niutono metodo iteracijai realizuoti reikia daugiau aritmetiniy
veiksmy nei paprastyjy iteracijy metodui. Taciau Niutono metodas konver-
guoja greic¢iau ir daznai skaic¢iuoti galime su didesniu diskrec¢iuoju parametru
Tn+1-

1.2 teorema. Tegul funkcijai F' galioja tokie jverciai

1P (b1, Y < Mo, [ Hilbnsr, VIl < M, (1.18)
_ 1
H (I_TnJrlJnJrl(Y)) ! H < ﬁ, k= 1,"'5M,
1
cia Hy, pazyméjome antryjy iSvestiniy matrica:
O fi(tns1,Y)
dy;0y;
Tada pakankamai mazoms diskreciojo parametro reikSméms ™ < 7y Niu-

tono metodu gauta iteracijy seka (1.17) konverguoja j (1.11) lygciy sistemos
sprendinj ir galioja iteracijy paklaidos jvertis

Hk‘(thrlaY): ( >, 1§ZaJ§M

Tn+1 M2

o —y . (1.19)

[y - V) <
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Is (1.2) teoremos matome, kad Niutono iteracinis metodas konverguoja
kvadratiniu greiciu.
Aptarsime praktines iteracijy konvergavimo ir algoritmo pabaigos saly-
gas. Iteracijas skaiciuosime tol, kol bus iSpildytos abi nelygybés:
s+1

s+1 s H Yy —yntl

IV -7 < ~ Pl V)| <=,

Tn+1
tai yra dviejy gretimy artiniy skirtumas bei (1.10) lygties netiktis taps
pakankamai mazi. Vietoj absoliuciosios paklaidos galima naudoti ir san-
tykine paklaida, pavyzdziui:

IV =¥+ 7)) <.

Pateiksime neisreikstinio Eulerio metodo algoritma, kai (1.10) lygtis yra
sprendziama paprastyjy ireacijy metodu.

procedure Neisreikstinis Eulerio metodas
begin
1. Pradinés salygos skaiciavimas
t=0, n=0
for i=1 to M
Y N[i] = uoli
end for

2. Sprendinio skai¢iavimas nauju laiku
while ((t + 7p41) < T)
for 1=1 to M
Y S[i] = Y NJi
end for

3. Pradinio iteracinio artinio skaiciavimas
for i=1 to M
Y P[i] =Y S]]
end for
pakly = 106

4. Paprastyjuy iteracijy metodas
paklsg = pakly; pakly =0
for 1=1 to M
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YNi] = YS[i] + Ty fi(t, Y P)
skirt = | YNI[i] — Y PJi] |
if ( skirt > pakly)
pakly = skirt
end if
end for

if (pakly > q pakls) ! neispildyta salyga (1.13)

. — Tn+1

n+1 - 9

go to 3
end if

1
if (pak:lN > &> ! neispildyta sqlyga (1.15)
q

for i=1 to M
Y P[i] = Y NJi
end for
go to 4
end if

t=1t4+Tht1; n=n+1;
end while
end

Neisreikstinio Eulerio metodo tiklsumg irgi iliustruosime silumos spin-
duliavimo uzdavinio sprendimo rezultatais (zr. vadovelj). Uzdavinio (1.11)
sprendinj skaic¢iuosime paprastyjy iteracijy metodu su tokiais iteraciniais
parametrais:

1.3 lenteléje pateiktos neisreikstinio Eulerio metodo sprendinio paklaidos
reikSmés taske ¢ = 6 su jvairiomis parametro 7 reikSmémis.
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1.3 lentelé. Neisreikstinio Eulerio metodo tikslumo analizé
T E(71) E21)/E(T)

1,000 0,556E-3 1,9598
0,500 0,281E-3 1,9804
0,250 0,141E-3 1,9890
0,125 0,708E-4 1,9946

1.2.2. Simetrinis Eulerio metodas

Isvesdami iSreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metodo formules (1.8) lyg-
tyje integralg aproksimavome atitinkamai kairiyjy ir desiniyju staciakampiy
integravimo formulémis. Siy formuliy tikslumo eilé yra pirmoji. Dabar §j
integrala apskaiciuosime pagal trapecijy formule, kurios tikslumo eilé yra
antroji. Tada gausime simetrinio Fulerio metodo lygti:

Yoy R0, YY) 4 F(L,, YY)
Tn+1 2

. (1.20)

Ir Sis metodas yra neisreikstinis. Diskretuyji sprendinj nauju laiku randame
iSsprende netiesiniy lygciy sistema;:

ynH % Fltni, Y™ ) = Y™ 4 % Fltn, Y™). (1.21)
Vél galime taikyti paprastyjy iteracijy arba Niutono metodus. Iteracinio
metodo konvergavimo salygos gaunamos is analogisky salygu, irodytu neis-
reikstiniam Eulerio metodui.
Spresime Silumos spinduliavimo uzdavinj ir jvertinsime simetrinio Eule-
rio metodo tiksluma. Skaic¢iavimo rezultatai pateikti 1.4 lenteléje.

1.4 lentelé. Simetrinio Eulerio metodo tikslumo analizé
T E(7) E(27)/E(T)

1,000 4,855E-6 4,000
0,500 1,239E-6  3,9999
0,250 3,050E-7  4,0000
0,125 7,58)E-8  3,9999
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Is pateikty rezultaty matyti, kad simetrinio Eulerio metodo sprendinio
globalioji paklaida E(7) mazéja kaip O(72) eilés dydis.

Iki siol jvairiais Eulerio metodo variantais sprendéme vieng diferencialine
lygti su tam tikra pradine salyga. Panasus rezultatai gaunami ir sprendziant
PDL sistemas (zr. pvz. vadovélyje).



