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3.3. Baigtiniy skirtumy schemos konvergavimo analize

Srityje Qr = {(z,t): 0 <z <1, 0 <t < T} spresime parabolinj uzdavinj

b(m)% = %(k(if)%) —q(x)u+ f(x,t), (z,t)€Qr,
u(0,t) = po(t), wu(l,t) =), 0<t<T, (3.13)

u(z,0) =up(z), 0<z<1.
Tarsime, kad diferencialinés lygties koeficientai tenkina salygas, garantuojancias
uzdavinio paraboliSkuma
k(x) =2 ko >0, b(z)>=by>0, g(z)=0.

Aproksimuokime (3.13) uzdavinj vienparametre baigtiniy skirtumy schema

biye = (ai—0.592), — diy” + ¢,
Yo = wo(tn), yn = m(tn), t" € wr, (3.14)
yO(z;) = uo(xi), = €wp.
Jrodysime, kad baigtiniy skirtumy schemos sprendinys konverguoja j diferen-
cialinio uzdavinio sprendinj, ir jvertinsime Sio konvergavimo greitj.
Pazymekime z; = y; — u; baigtiniy skirtumy schemos sprendinio globaliaja
paklaida, Si funkcija yra uzdavinio
bizy = (ai—0523), — diz" + 9,
zg =0, 2 =0, t" €w,, (3.15)
D(x;) =0, z; €wy
sprendinys, Cia
P = —bjuy + (ai_0.5u%)m —diu’ + ¢
yra baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos paklaida. Lygties koeficientus im-
kime, pavyzdziui, tokius:

ai—05 = k(zi—os), di=q(z;), ¢f = f(z,t""7).

Tada, remdamiesi 3.4 poskyryje gautais rezultatais, jvertiname (3.14) baigtiniy
skirtumy schemos aproksimavimo paklaida

. Ca(T +h?), jeioc #0,5,
97| <

(3.16)
Ca(T? + h?), jeio =0,5.
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3.3.1. Stabilumo analizé maksimumo principu

Pirmiausia pateiksime stabilumo apibrézima. (3.14) baigtiniy skirtumy schema
vadiname stabiligja, jei paklaidy uzdavinio sprendinys tenkina nelygybe

1Z]ls < (1 +CT) 1 ZI1 + Cor |92, (3.17)

Ciall - ||y ir || - ||2 yra dvi vektoriy normos.
Paraboliniams uzdaviniams daZznai pavyksta jrodyti ir grieZtesne stabilumo ne-
lygybe
1ZIl < 12111 + Cor [ ¥l2. (3.18)

Konvergavimas

Rekursyviai pritaike (3.17) nelygybe, gauname globaliosios paklaidos jvertj (ana-
logiska rezultata jrodéme 1 skyriuje tirdami paprastujy diferencialiniy lygciy sis-
temuy skaitiniy sprendimo metody konvergavima):

(Y™ — Uy < Cot™e®™" max || T7];. (3.19)
0jsn

Jei iSpildyta (3.18) stabilumo nelygybé, tai teisingas globaliosios paklaidos
jvertis

[Y" =U"[|1 < Cat O%agnll‘l’ 2 (3.20)

Maksimumo principas stabilumo analizéje

Siame paragrafe gausime stabilumo jvertj diskre€iojoje C' normoje

1Z]lcwn) = Oglgjv\ziﬁ

Nagrinésime (3.15) paklaidy uzdavinj. Jj uzraSysime koordinat€iu budu ir
iSskirsime diagonalyjj narj (n + 1)-uoju laiko momentu

(b; + 0 (aivo5 + ai—o5) + T0di ) 2 = 07 Qit0,52i41 + 0V Ai—0,55i—1
+ (1 =o0)yairoszi41 + (1 —0)vai_o52i-1
+ (b — (1= o)y (air05 + aimos) — (L — 0)7d; ) 2 + 75 .
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VisiSkai neiSreikstiné baigtiniy skirtumy schema. Imkime o = 1. Tada pa-
klaidy uzdavinio lygtis yra tokia

(b + v(aivos + ai—o5) + 7d; ) 2 = bizi +Y(aip052i+1 + ai—052i-1) + TY] .
Tegu didziausioji paklaidos reikSme yra pasiekiama taske x ;
1Z 1oy = 151 -
IS paklaidy lygties, uzraSytos taSke x ;, gauname |Z;| jvertj
(b +7 (@105 +aj05) +7d; ) 12| < v (aj405+aj-05) 2] +bjlz| + 7|7

Pasinaudoje uzdavinio paraboliSkumo salygomis, jrodome nelygybe
S T
1Zllc@n) < 12l + %H‘I’HC(%) :

Kadangi visiSkai neisreikstinés baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklai-
da tenkina jvertj
1l o) < Calr + h?),

tai i85 (3.20) nelygybés gauname Sios schemos globaliosios paklaidos jvertj

1Z" o) < CE (7 +h?).

ISreikstiné baigtiniy skirtumy schema. Imkime o = 0. Tada paklaidy uzda-
vinio lygtis yra tokia

biZi = Y Q05241 + 7V @im05%i—1 + (bi — ¥ (aito5 + aicos) — 7di )2 + TV
Ivertinsime didziausios paklaidos |Z;| reikSme
bjl 4l < (1657 (ajro5+aj-05)—Tdj |+ (aj+05+aj-0,5) )1 Zllc(wy) + 7105 -
Stabilumo nelygybé yra iSpildyta, jei

|bj — v (aj105 + aj—05) — 7dj | + 7 (aj+05 + aj—o05) < by
Spresdami Sig nelygybe, gauname pakankamg stabilumo sglyga

bih?

r< Ci=12... N—1.
aivo5 + ai—o5 + d;h?
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Jei diferencialinés lygties koeficientai tenkina salygas
0 <ko<k(z)<ki, bx)=0b>0, 0<q(z)<aq,
tai iSreikstinés baigtiniy skirtumy schemos pakankamoji stabilumo salyga yra

boh?

< —. 3.21
4 2k1 + q1h? ( )

Nagrinékime (3.13) diferencialinj uzdavinj su pastoviaisiais koeficientais. Tada
maksimumo principo metodu gautasis parametro  apribojimas sutampa su buting-
ja stabilumo salyga, kurig suradome taikydami Neimano stabilumo kriterijy.

Pasinaudoje (3.20) nelygybe ir iSreikStinés baigtiniy skirtumy schemos aprok-
simavimo paklaidos jverciu

1l o(wp) < Calr +h?),

jrodome, kad iSreikstinés schemos globalioji paklaida, kai parametras 7 tenkina
pakankamajg stabilumo salyga (3.21), jvertinama nelygybe

1Z"|c (o) < Ct* (T4 R?).

Vienparametré baigtiniy skirtumy schema. Nagrinésime bendrajj vienpara-
metres baigtiniy skirtumy schemos atvejj. 1S paklaidy lygties gauname jvertj

(bj + TO'dj) ‘ﬁ’]‘ < (|b] — (1 — 0')"}/ (aj+0,5 + Clj—075) — T(l — O')dj|
+ (1 =o)y(ajr05+aj-05)) 12w, + T cw,) -

Jei patenkinta nelygybé
(1—-o0)y (ai+075 + ai_075) +7(1—0)d; <b;, 0<i<N,
tai vienparametré baigtiniy skirtumy schema yra stabilioji
A T
1Zllc@n) < 12w, + b—0||‘1’||0(wh)-

Pakankamgjg stabilumo sglyga galime uZradyti ir kaip parametro 7 apribojimg

boh?
T < .
(2k‘1 + qlh2)(1 — O’)

(3.22)
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Prisiminkime, kad tirdami stabilumg Neimano kriterijumi, gavome butingja sta-
bilumo salyga, kuri yra kur kas silpnesné:

boh?
T < .
(2/{71 + q1h2)(1 - 20’)
TacCiau maksimumo principas garantuoja ne tik stabiluma, bet ir papildomas svar-

bias sprendinio savybes, todél ir reikalavimai diskretiesiems parametrams 7 ir h
yra grieZtesni.

Naudodamiesi stabilumo nelygybe ir vienparametrés baigtiniy skirtumy sche-
mos aproksimacijos paklaidos jverciais

[

Ca(T +h?), jei o# =, o,

Wllewn) <9 ca2+h2), jei o=

)

DO = DN

Ca(? +n%), jei 0 =0",

jrodome, kad neiSreikstinés schemos globalioji paklaida, kai parametras 7 tenkina
pakankamajg stabilumo salyga (3.22), jvertinama nelygybe

C(t+h?), jei o#

1 *
=, 0
27 )
HZn”C(wh) <t" 0(7'2 —|—h2), jei o= %
C(r?+h*), jei o =0".

9

3.3.2. Stabilumo analizé L, normoje

Skirtumy funkcijy, tenkinan€iy krastines salygas yo = 0 ir yy = 0, aibéje
apibréezkime operatoriy

AY = —(ai—o5yz), +diy, i=12...,N—1.
Pirmiausia suformuluosime lema apie Sio operatoriaus savybes.
3.2 lema. Operatorius A yra savijungis, t. y. teisinga tokia lygybé
(AY, V) = (Y, AV).

|rodymas. Pasinaudoje Grino formule ir kraStinemis sglygomis yo = 0, yy = 0,
gauname lygybes

(AY, V) = (— (ayz)z, U) + (dy, v) = (ayf, Ug—c] + (dy, U) ,
(AV,Y) = (avz, yz] + (dy, v).
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Lema jrodyta. (I

Todél operatoriaus A tikriniy vektoriy
AY, = \Yy, kE=1,2,...,N—1
sistema yra pilnoji ir ortogonalioji
(Yo, Yz) =0, jei m#k.

Tikriniy vektoriy sistemag {Yk} galime ir ortonormuoti

1
V;; = T Y; )
Y]]
tada vektoriai {V},} tenkina salyga
1, jei m=k
(Vma Vk) =
0, jei m#k.

Kadangi vektoriy sistema yra pilnoji, tai bet kurig skirtumy funkcijg y, inter-
valo galuose jgyjancia nulines reikSmes yo = 0, yn = 0, galime iSreiksti tiesine
vektoriy V. kombinacija

N-1
y(@:i) = Y cjui(ni), @i € wy.
7j=1

Naudodamiesi tikriniy vektoriy sistemos { V}, } ortonormuotumu, apskaiciuojame
funkcijos y(x;) norma

N-1
Y= (Y,Y)= ) . (3.23)
j=1

Nagrinékime baigtiniy skirtumy schemos (3.14) sprendinio globaliosios pa-
klaidos ir aproksimavimo paklaidos skleidinius

N-1
z(x, t") = ci(t"v;(x;), (x,t) € whr, (3.24)
1
-1
(i, t") = ) ri(t")vj().

=

<.
Il
-
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|raSe Siuos skleidinius j paklaidy lygtj (3.15), gausime lygybe

N-1 P
vj (i) (=—

1

- -|-O')\jéj+(1—0')AjCj—Tj):0.

<

Kadangi tikriniy vektoriy sistema {Vk} yra tiesiSkai nepriklausoma, tai

R T

G = a5t 1 +a)\jrrj ’
Cia ¢; yra stabilumo daugiklis

1—(1—=o)\T

4= 1+oNT

|ra8e Siuos koeficientus j (3.24) lygybe, gausime tokig globaliosios paklaidos for-
mule

N-1 N-1 1
L= qjcjuj(m) +1 ' mrﬂj(ﬂ?i) (3.25)
Jj=1 j=1
=%+ T
IS trikampio nelygybés iSeina, kad
1ZI < 1211+ 71|l - (3.26)

Toliau jvertinsime funkcijas Z ir ¥. Naudosimés skirtumy funkcijos L, normos
skaiCiavimo formule (3.23). 1§ (3.25) lygybés gauname, kad

N-1 N-1

7112 __ 22 2 2

1Z]]” = Z; VS 1<Ijn§$/(—1qj Z; 5 (3.27)
J= Jj=

21 7/12
= m | /A |
1<GeN—11 1]

Rasime salygas, kada
g <1, j=1,2,...,N—1.
Nelygybes perraSykime tokiu budu:

—1-oM7<1-(1—-0)TA; <14+0NT.
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Jos yra iSpildytos, jei
1

T)\N—l ’

1
o= = —
2

4 . . o
15 3.1 lemos gauname, kad A\y_1 < 72 todel nelygybes |g;| < 1 yra iSpildytos,
jei parametras o tenkina salyga

1 h?

oz - ——.

2 Ar

Tada i3 (3.26) ir (3.27) nelygybiy gauname stabilumo pradinés sglygos atzvilgiu
jvertj )
1zl < 11Z]l-
Nagrinékime funkcijos ¥ norma
N-1 2
- rs 1, .
191 <Y sy < 1P,

= 1+ 7'('1')\j)2

Cia laikémes prielaidos, kad
1+710)N; 265 >0.

Jvertinsime konstantg e,. Jeigu ¢ > 0, tai trivialiai gauname, kad galime imti
es = 1. Nagrinékime didesnio tikslumo schema, kai o = ¢*, tada teisingas jvertis

(! h? dr 2 2
o = 2 127 )12 3 R2”

[V )

Remdamiesi stabilumo nelygybe ir (3.20) jverCiu, jrodome tokj teiginj:

3.1teorema. Jeiguo > 0,5 — (1 — e)%, tai vienaparametrés baigtiniy skirtumy
schemos sprendinys konverguoja j (3.13) diferencialinio uZdavinio sprendinj ir yra
teisingas globaliosios paklaidos jvertis

12" < Cty o Jhax | |7, "€ w,.

Matome, kad pakankamoji vienparametrés baigtiniy skirtumy schemos stabi-
lumo L, normoje salyga yra tokia pati kaip ir Neimano kriterijaus butinoji sta-
bilumo salyga.



