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3.2.  Neisreikstine baigtiniy skirtumy schema

Siame poskyryje nagrinésime baigtiniy skirtumy schema, kurig konstruodami
naudosime diskreciojo tinklo Sablong, pavaizduotg 3.3 pav.
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3.3 pav. Neisreikstines vienparametrés baigtiniy skirtumy schemos $ablonas

Diferencialinj krastinj uzdavinj (3.1) aproksimuokime baigtiniy skirtumy sche-
ma
Yt = ygx + f(~ri7tn+o-)7 (.I‘,t) € Whr ,

yo = po(t™), yy =m(@"), t"€ws, (3.7)
y) = uo(x:), i €W,
Cia pazymejome diskreciosios funkcijos svertinj vidurkj
Yy =oj+(1—-o)y.

Kadangi Sios schemos $ablono (n + 1)-ajame sluoksnyje yra trys taskai, tai tokia
schema yra neiSreikstiné. Ja vadinsime neiSreikStine vienparametre baigtiniy skir-
tumy schema.

Toliau iSskirsime du svarbius (3.7) baigtiniy skirtumy schemos atvejus. Kai
parametras o = 1, turime visiSkai neisreiksting baigtiniy skirtumy schema
Y = o + f @, "),
Kai ¢ = % turime simetring baigtiniy skirtumy schema, kurig dar vadiname
Kranko ir Nikolsono (Crank — Nicolson) schema:

= Yza ‘g Yz n f(x,t"+0’5).
Pabreztina, kad ir iSreikstiné baigtiniy skirtumy schema yra atskiras (3.7) sche-
mos atvejis, kai o = 0.
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3.2.1. Realizavimo algoritmas ir aproksimavimo paklaidos analize

Pirmiausia aptarsime (3.7) baigtiniy skirtumy schemos realizavimo algoritma.
Si schema yra ekvivalenti tiesiniy lyggiy sistemai

o . 1 20\ . o .
—ﬁyz’—l + - + w2 Yi — ﬁyi—i-l =g, (x,t)€wnr, (38)
tn+1) tn+1), tn+1 c wT)

Jo = o , N = pa(

Cia pazymeéjome

l1—-0 1 2(1 — o
g=f1""+ 3 (y?—1+y?+1)+(;_%)y?'

IS viso turime (N — 1)K neZinomyjy. TacCiau (3.8) sitemos lygtys kiekviename
Zingsnyje atsiskiria ir gauname tiesiniy lygc€iy sistema

AY =@,

Cia A yra trijstrizainé matrica, 0 YirG yra vektoriai

yi g1
y%tll g]Y{/—l

Tokiy sistemy sprendinj taupiai apskaiciuojame perkelties metodu.
Perkelties metodas yra stabilusis, kai matrica A yra diagonaliai vyraujanti. Si
salyga yra iSpildyta (3.8) tiesiniy lygciy sistemoje, jei

2|0
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ks
ISsprende nelygybe, gauname salyga
h2
[ —E,
garantuojancia, kad egzistuoja vienintelis neiSreikstinés baigtiniy skirtumy sche-
mos sprendinys.

Neisreikstinés schemos aproksimacijos paklaida

Pirmiausia istirsime visiSkai neisreikstinés baigtiniy skirtumy schemos aproksi-
mavimo paklaidg
¥ = Qge + fai, ") —uy
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Tarkime, kad u € C3(Qr), tada teisingi jverCiai

i—u  Ou(z,t")

T dt +0(7),
P 0%4; h_28411(5c)
o2 12 9zt

todel Sios schemos aproksimavimo paklaida yra tokia
| = O(1 + h?).

Panasiai jrodome, kad ir vienparametrés baigtiniy skirtumy schemos aproksi-
mavimo paklaida irgi yra jvertinama nelygybe

W] < C(r+h?).

Egzistuoja dvi specialios parametro o reikSmeés, kai baigtiniy skirtumy sche-
mos aproksimacija yra didesnés tikslumo eilés. Pirmiausia parodysime, kad Kran-
ko ir Nikolsono schemos aproksimacija ir koordinatés ¢ atzvilgiu yra antrosios tiks-
lumo eileés.

Funkcijg u(z, t) skleisime Teiloro eilute tasko (z;, t"+9?) atzvilgiu

ou  t20%u 13 3u(t)
gty — g Tou TOU T
e e TR W TR T T
ou 2 0% 3 93u(t
w(n i) =gy — T8 T 00 T Oull)

2ot T8 o 18 o8

(3.9)

¢ia pazymejome @ = u(x;, t"+0%). |rade Siuos skleidinius j skirtumy formule w; ir
padarg prielaidg v € C3(Qr), gausime lygybe

YU G+ O(r?).

-
Pasinaudoje Teiloro skleidiniais (3.9), jvertiname svertinio vidurkinimo operatori-
aus tiksluma

u’ =u+ (0—0,5)7‘% +O(7?), (3.10)

todel jei v € C?(Qr), tai teisinga lygybée

2 92, (F
o5 T 0%u(t)
u —U+§ 8t2
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Naudodamiesi Siuo skleidiniu jvertiname ir antrosios iSvestinés aproksimavimo
tiksluma
o5 02w, T2 0%u(t)  h?0M(Z,t)
Y T 22 TS 012022 T 127 o
Todél jei diferencialinio uzdavinio sprendinio iSvestinés

Pu o o
ot3’ ot20xz2’ Ozt

yra apréztos, tai Kranko ir Nikolsono baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo
paklaida yra jvertinama nelygybe

W] < C(r* +1?).

Didesniojo tikslumo baigtiniy skirtumuy schema

Dabar imkime tokig parametro reikSme

., 1 n?

2 127’

o laisvajj narj aproksimuokime modifikuota formule

h2
Y = f($la tn+075) + Effx(-rly tn+0’5) .

Parodysime, kad tokios vienparametrées baigtiniy skirtumy schemos aproksimavi-
mo paklaida yra didesnio tikslumo « koordinatés atzvilgiu

Y| < C(r* + ht).

Pazymeékime baigtiniy skirtumy schemos laisvajj narj . Atlike nesudétingus
skaiCiavimus, jrodome, kad vienparametrés baigtiniy skirtumy schemos paklaida
yra lygi
ﬂ+h_2@+( -0 5)T_}L2ﬂ
0t922 12021 0T Y12 9toat

+(p—fi)+O(*+hh.

¢:(0—0,5)7’

Pasinaudosime (3.1) diferencialine lygtimi ir apskaiciuosime iSvesting

ou_ oo
ort  Otdx?2 Oz’
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todél galime taip pertvarkyti aproksimavimo paklaidos iSraiSka

h?\ 0P Th? O°u
v=(7-05+15) 57557 T (009 5 50
- WPOf 2 4
+<¢—f1—5@)+0(7‘ +hY).

IS Cia iSeina, kad imdami o = o* ir specialiai parinkdami ¢, gauname didesnio
tikslumo aproksimacija.

3.2.2. Spektriné stabilumo analizé

Naudodamiesi Neimano stabilumo kriterijumi, rasime (3.7) baigtiniy skirtumy
schemos butinasias stabilumo sglygas. Imkime f = 0 ir uzraSykime baigtiniy skir-
tumy schema Kaip tiesiniy lyg€iy sistema

Yn—l—l_yn
L LAY =0.

Naudodami Sakny kriterijy gauname lygtj, kurig tenkina atskirojo sprendinio dau-
giklis
q—1
-

:—)\(Jq+1—a),

Cia A yra operatoriaus A tikriné reikSme.

1 skyriuje jau jrodéme, kad neiSreikstinis ir simetrinis Eulerio metodai tenki-
na butingja stabilumo salyga, todel visiSkai neiSreikstiné bei Kranko ir Nikolsono
baigtiniy skirtumy schemos tenkina butingja Neimano stabilumo kriterijaus salyga.

Bendruoju atveju i$ charakteristinés lygties randame daugiklj

_1=7A1-0)
1+ 7TAo

ir jrodome, kad butinoji stabilumo salyga |¢| < 1 yra iSpildyta, kai

1 R
> - — —. A1
779 ar 31D
Taigi ir didesniojo tikslumo baigtiniy skirtumy schema tenkina butingjg stabilumo
salyga.
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3.2.3. Treciojo tipo krastines salygos aproksimacija

Nagrinékime parabolinj uzdavinj su treciojo tipo krastinémis sglygomis

Ou — 9 (k(m)@) —q(z)u+ f(z,t),

ot o o
0020 L gu0.8) = o, £ 0,
ox
du(1,1)

+ ﬁlu(lv t) = M1,

u(z,0) =up(z), 0<x<1.

Diferencialing lygtj aproksimuokime simetrine baigtiniy skirtumy schema

j + +
Y = <a¢_0,5<y 5 y)_) —d; % +vi, (x,t) € wpr. (3.12)

Imkime, pavyzdziui, tokius koeficientus

aicos = k(zicos), di=q(xi), @i= fla;,t"07),
tada (3.12) baigtiniy skirtumy lygties aproksimacijos paklaida yra O(72 4 h?) eilés
dydis.
Krastines salygas aproksimuokime baigtiniy turiy metodu, iSnagrinétu 2 sky-
riuje. Tada gausime baigtiniy skirtumy lygtis (Zr. (2.13) formule):
h

h g+y Yo + Yo h
SYt0 = ao,s( 2 )z,O —(Bo + §d0) —5  tHot %0,

h gty h | IN+yn h
RN = —an— (B D) N TEIN L Do
SVt an 0,5( 5 )Q_C’N (B 5 N) 5 pat 5o

Krastiniy salygy aproksimavimo paklaida yra (jrodykite Siuos jvercius):

o] < C(T* + h?), |¥n| < O(T* +1?).

Sprendinio radimo algoritmas. Kiekviename Zingsnyje sprendziame tiesiniy
lygCiy sistemq su trijstrizaine matrica

ao,s Bo )A aps .
205 4 2 L 10 F
(h2 +ot ) 2T
05 . ai—0,5 + a;4+0,5 0,5
i 1+(%+_+di> i = B 1< < N,
_GN-05 . (OLN b1 _N) _
Rz IN- 1+ 2 + + A + 9 N
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Cia pazymeéjome

yo 1 (ﬁo do) 20
=224 = (=2 4+ = -/
0 7_-Fhaasya;o h+2 Yo + ¥o + h
_ 2y :
Fi—_T + (ai—05vz), — diyi + 25, 1<i< N -1,
yn 1 (Bl dN) 2p1
Fv o1 =22 _ Zanv_gry- v — (22 4 22 nlat Ny
N—-1 - haN 0,5Yz,N 3 + 9 YN + N+ i

Sios lygCiy sistemos matrica yra diagonaliai vyraujanti, todél jos sprendinys visada
egzistuoja, jj taupiai apskaiciuojame perkelties metodu.



