3 skyrius

Paraboliniy uzdaviniy skaitinio
sprendimo metodai

3.1. ISreikstine baigtiniy skirtumy schema
Siame poskyryje spresime parabolinj uzdavinj

ou  0%u
E:W—’_f(x?t)a ($7t)€QT7
)

U(O,t) :ﬂO(t)v u(lat :/Ll(t)v t>0a
u(z,0) =up(z), 0<z<1,
Cia pazyméjome apibrézimo sritj

(3.1)

N

Qr={(zt): 0<z<1l, 0<t<T}.

Tarsime, kad (3.1) diferencialinio uzdavinio koeficientai yra tokie, kad egzis-
tuoja pakankamai glodus jo sprendinys.

Baigtiniy skirtumuy schema

Pirmiausia Q srityje apibréziame diskretyjj tinklg. Diskretizuokime erdving ko-
ordinate

1
wp={xi=1ih, i=1,2,...,N—1, h:N}, Wy =wp U {mg, zN}
ir laiko koordinate

wT:{t":nT, n=12...,K, tK:T}, wT:wTU{tO}.
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102 3 SKYRIUS. PARABOLINIO TIPO UZDAVINIAI

Diskreciuoju tinklu vadiname aibe @y, = @), x w,. Visus jos taSkus dalijame j du
poaibius

Whr = Whr U Vhr -

Pirmosios aibés wy, = wp X w, taSkus vadinsime vidiniais diskreciojo tinklo
taSkais (3.1 pav. jie Zymimi o), antrosios aibés

Yor = ({0,1} xwr ) U (wp, x {t° =0})

taSkus vadinsime kraStiniais diskreciojo tinklo taskais (3.1 pav. jie Zymimi x).

T Fa\ N N
A 4 A\ 4 A 74 A\ 4

tn D D . D
A 4 A\ 4 A 74 A\ 4

D D . D

A\ 4 A 24 A 4 A 24

X x X X X
0 i N

3.1 pav. Diskretusis tinklas @y, ,
Diskreciojo tinklo j-ajj sluoksnj sudaro visi taSkai su vienodomis laiko koor-
dinatemis
w(t!) = { (z;,¥), i=0,1,...,N }.

Pazymeékime funkcijas, apibréztas diskreciojo tinklo @y, taSkuose:

N 1
yzn = y(xh tn)ﬂ Yi = ?JZH_ )
U—y Yirl — 2Y;i + Yi1
Yt = ) Yzz = 2 .
T h

Baigtiniy skirtumy schemos Sablonu vadiname diskreciojo tinklo wy,, taSky
aibe, kurig naudojame aproksimuodami (3.1) diferencialing lygtj taSke (x;,t,).
Sudarydami iSreikstine baigtiniy skirtumy schema imsime keturiy taSky Sablona,
kuris pavaizduotas 3.2 pav.
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n+l
Pt )

C n n o n
) 051 )

3.2 pav. ISreikstinés baigtiniy skirtumy schemos Sablonas

Diskreciojo tinklo vidiniuose taSkuose wy,, diferencialing lygtj aproksimuo-
jame baigtiniy skirtumy lygtimi

Yt = Yz + f(xla tn)7 (JZ’, t) € Whr - (32)
Prading ir kraStines salygas pakeiCiame tiksliosiomis lygybémis

Yo = o(t"), yn = m(t"), tn € wr,
y? =up(z;), w; €Wp.

Tiesiniy lygciy sistema (3.2) vadiname iSreikstine baigtiniy skirtumy schema.

ISreikstinés ir neiSreikStinés schemos terminai vartojami ir platesne prasme.
Baigtiniy skirtumy schema vadinama iSreikstine, jei jos Sablono (n + 1)-ajame
sluoksnyje yra tik vienas taskas (z;, t,+1), ir neiSreikstine, jei tokiy tasky yra dau-
giau nei vienas.

(3.2) lygciy sistemos sprendinj (n + 1)-ajame sluoksnyje taupiai apskaiCiuo-
jame naudodami iSreiksting formule

=yt T (e + f1), mi€wy

ir krastines salygas

n+1

T = po(t™th),

VR = ().

Baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos paklaida

Diskreciojo sprendinio globaliajg paklaida pazymeésime z/* = y' — u(x;, t,,). |rase
Sig iSraiSka j baigtiniy skirtumy schema, gausime, kad z; tenkina diskretyjj krastinj
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uzdavinj
thzix_‘_wv (I‘,t) EW}”—,
2 =0, 2 =0, t,€wr, (3.3)
Z? =0, x; €wy,

Cia 1); yra iSreikstinés baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida
%n = —u + U;‘cLac + f(-rz'atn) .

Jvertinsime Sios paklaidos dydj. Naudodami Teiloro skleidinius, gauname tokias
lygybes

ou™ 0u(x, tm -
u = u T (2 )7 tn<tn<tn+l’
ot 2 ot
9Pt b2 9tu(z, ) -
Uze = 92 + E W , Ti—1l <Xy < Tjgq -

PaZzymeékime CZ’“(D) aibe funkcijy, apibrézty srityje D ir turinCiy tolydZigsias
dalines iSvestines pagal ¢ iki k-osios imtinai ir pagal = iki [-0sios imtinai. Jeigu
diferencialinio uzdavinio sprendinys u € C3(Qr), tai aproksimacijos paklaida
jvertiname nelygybe

il < Cr+h?).

Taigi (3.2) baigtiniy skirtumy schema aproksimuoja (3.1) parabolinj uzdavinj,
aproksimacijos tikslumo eilé yra pirmoji 7 atzvilgiu ir antroji & atzvilgiu.

Remdamiesi bendrgja baigtiniy skirtumy schemy sprendinio konvergavimo jro-
dymo metodika, toliau turime istirti schemos stabiluma.

Neimano stabilumo kriterijus
Cia susipazinsime su paprastu kriterijumi, leidzian&iu nustatyti butinasias stabilu-
mo salygas. Jj gauname i Sakny kriterijaus, kurj nagringjome 1 skyriuje spresdami
paprastyjy diferencialiniy lyg€iy pradinj uzdavin;.

Nagrinékime (3.3) paklaidy uzdavinio lygtj, kai ¢ = 0:

2t = Zzx, (l‘,t) € Whr , (34)

t. y. tirsime baigtiniy skirtumy schemos stabilumg pradinés sglygos atzvilgiu. les-
kosime Sios lygties atskiryjy sprendiniy, iSreiksty tokiu pavidalu:

zi'(m) = ¢ m > 0.
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(3.1) diferencialinio uzdavinio sprendinys tolydziai priklauso nuo pradinés salygos,
be to, kai f = 0, Sio sprendinio Lo ir C' normos yra nedidéjancios koordinatés ¢
funkcijos. Todeél baigtiniy skirtumy schema yra nestabilioji, jei egzistuoja toks
skaiius m, kad |g(m)| > 1.

Neimano stabilumo kriterijus tvirtina, kad butinoji baigtiniy skirtumy schemos
stabilumo salyga yra
lg(m)| <1, m>0. (3.5)

Diskreciyjy funkcijy, tenkinanCiy homogenines krastines sglygas yo = 0 ir
yn = 0, erdvéje apibréZiame operatoriy

AY = —yzp, i=1,2,...,N—1.
Baigtiniy skirtumy uzdavinj (3.4) uzraSome kaip tiesiniy lyg€iy sistema

7 -7

T

+AZ =0.

Operatorius A yra labai svarbus tiriant baigtiniy skirtumy schemas. Pirmiausia
aptarsime Sio operatoriaus tikriniy reikSmiy savybes.

Operatoriaus A tikrinés reikSmeés. Spresime operatoriaus A tikriniy reikSmiy
uzdavinj, t. y. rasime tokias \; reikSmes, kada uzdavinys

AV, = \Ys, k=1,2...,N—1 (3.6)

turi netrivialyjj sprendinj Y; # 0. Tokios A; reikSmes yra vadinamos operatoriaus
A tikrinémis reikSmemis, o jas atitinkantys vektoriai Y} — tikriniais vektoriais. Yra
Zinoma, kad simetrinis operatorius A turi N — 1 tiesiSkai nepriklausoma tikrinj
vektoriy.

UzraSysime (3.6) uzdavinj koordinaciy pavidalu

s =Ny, i=1,2...,N—1,
{ Y =0, yn=0.
leSkosime jo atskiryjy sprendiniy
yk(x;) = sin (rkx;), k=1,2,...,N —1.

|raSe Sig funkcija j (3.6) lygtj ir kai ka pertvarke, gauname lygybe

2
w2 (1 — cos (wkh)) sin (wkx;) = A sin (7ka;) .
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Todél Y}, yra tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reikSme

2(1 — cos(mkh)) 4 i (w_kh) '

)\ = —
k hZ hZ 2

Suformuluosime pagrindines tikriniy reikSmiy savybes.

3.1 lema. Operatoriaus A tikrinés reikSmés tenkina nelygybes

4
0<8<)\1<)\2<...<)\N_1<ﬁ.
Jrodymas. Kadangi
N-Dh _7aN-1 m( 1
2 2 N 2 N/’

. wkh . . . . T . . .
tal argumentas — visada priklauso intervalui [0, 5]. Siame intervale sinz yra
didéjanti funkcija, todél ir tikriniy reikSmiy seka yra monotoniskai didéjanti. Jver-

tis 4
AN-1 < 72
iSeina i$ nelygybeés sinz < 1.
Dabar jvertinsime maziausig tikring reikSme A;. Ja uzraSysime taip:

2<sina>2 mh
)\1:7'(' , 0= —/—.
o 2

. Loy S . . . 1
Operatorius A yra apibréztas, jei aibei @y, priklauso bent trys taskai, todél h < 2

taigi « € |0, g]. Funkcija e yra monotoniSkai mazéjanti, todél
[0

« T w2’

. [T\ 2
<sina>2 4sin (Z)
- 2 -_ X7 —

Taigi pirmaja operatoriaus A tikrine reikSme A; galime jvertinti taip:

)\127‘1’2%:8.
s
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Teskime iSreikstinés baigtiniy skirtumy schemos stabilumo analize. Remda-
miesi Sakny kriterijumi, ieSkosime (3.4) uzdavinio atskirojo sprendinio

2z =q" Yi(z;) .
1 skyriuje jrodéme, kad iSreikstinis Eulerio metodas tenkina Sakny kriterijaus sta-

bilumo reikalavimg, jei
2
T < .
AN-1
Atsizvelge j tikriniy reikSmiy jvercius, gauname, kad isreikstiné baigtiniy skirtumy
schema tenkina Neimano stabilumo kriterijy, jei diskre€iojo tinklo Zingsniai yra
susieti nelygybe

h2
T —.
2

Svarbu, kad Siame pavyzdyje patikslinome atskirojo sprendinio apibrézima Nei-
mano kriterijuje
zi'(m) = ¢" sin(rkz;), k=1,2,...,N -1,

t. y. nagrinéjome tik funkcijas, jgyjancias realias reikSmes ir tenkinancias homoge-
nines krastines sglygas.

3.1 pavyzdys. Didesniojo tikslumo iSreikstiné baigtiny skirtumuy sche-
ma. Nagrinédami (3.2) iSreikStinés baigtiniy skirtumy lygties aproksimav-
imo paklaidg, jrodeme, jog ji yra lygi

T 82u? h2 84u?

T h= 2, 14
5 2 +12 ppe +O(t° + h%).

i =

2
Pasinaudoje butingja stabilumo sglyga 7 < % gauname, kad |¢;] = O(h?).
Parodysime, kad parametrg 7 galima parinkti tokj, kad diferencialinées

lygties aproksimacija buty ketvirtosios tikslumo eilés. Nagrinékime homo-
gening paraboling lygtj

ou_ oPu

ot 0z’
Diferencijuokime Sig lygtj pagal ¢ ir apskaiCiuokime antrgjg iSvestine

Pu_ o 2wy o
o2 ot \ox2) ort’
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Todel iSreikStinés baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida yra

hZ 7 84u? 9 4
wl_(ﬁ_§> 9t + O+ h%).

Imdami 7 = — gauname Ketvirtosios aproksimacijos tikslumo eilés iSreiks-

ting baigtiniy skirtumy schema

1
yrtt = G (Yir1 + 4yi +yio1) -

Ir Siai schemai yra iSpildyta butinoji Neimano stabilumo salyga.



