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2.4. Galiorkino metodo konvergavimo analizé

Spreskime krastinj diferencialinj uzdavinj:

_%@(5’3)%) +q(z)u = f(z), 0<z<I,
KOW(0)+ 5ul0) = o, ) = .

kurio silpnasis sprendinys tenkina uzdavinj:

{umw):m

. (2.43)

¢ia pazyméjome

l l
(Lu,v) = /k(a:)u’v/ dz + | g(z)uwvdz + (Bu(0) — po) v(0) — /f(a:)v dx,
0 0

o _

o funkcija v € W

l
Wy ={v: / ((W")? +2%) dz < C, v(l) =0}.
0

Tarsime, kad krastinio uzdavinio koeficientai tenkina eliptiskumo salyga:

k(x) > ko >0, q(x)>0, £>0.

Imkime dalimis tiesiniy bandomyjy funkcijy sistema {goj}. Tada Galior-
kino metodo sprendinys yra:

N
y=> yipi(x).
=0

IS (2.43) krastinés salygos apskaic¢iuojame:

YN = H1-

Kitus koeficientus y; randame spresdami Galiorkino metodo tiesiniy lygciy
sistema:
(Ly,¢j) =0, j=0,1,...,N—1. (2.44)
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Nagrinédami Galiorkino metodo konvergavima, negalime taikyti baig-
tiniy skirtumy metodo konvergavimo tyrimo schemos, kai jvertinama baig-
tiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida ir jrodomas sprendinio sta-
bilumo jvertis. Priminsime, kad baigtiniy skirtumy schemos aproksimavi-
mo paklaida vadinamas dydis, gaunamas j skirtumy schema jrasius difer-
encialinio uzdavinio sprendinj. IS (2.43) lygybiy iSeina, kad diferencialinio
uzdavinio silpnasis sprendinys irgi tenkina (2.44) tiesiniy lygciy sistema.
Todél taip apibrézta Galiorkino metodo aproksimavimo paklaida yra lygi
nuliui.

2.4.1. Stabilumo analizé

Ankstesnéje paskaitoje jrodytos stabilumo nelygybés neuztenka, kai
tiriame diskreciojo sprendinio konvergavima. Todél siame poskyryje pir-
miausia iSvesime dar viena Galiorkino metodo stabilumo jverti. Gave §j
ivertj, issiaiskinsime, kaip reikia tirti schemos aproksimacijos tiksluma.

S;, pazymésime dalimis tiesiniy funkcijy erdve, kurig sudaro tiesinés
bandomuyjy funkcijy kombinacijos:

Sp={v(z): v(z)= Z_ dipi(x)},
i=0

¢ia d; yra bet kokie realieji skaiciai. IS (2.44) lygciy sistemos gauname
lygybe:

tai yra visos erdvés S}, funkcijos yra ir testuojamos Galiorkino artinio funkci-
jos. 18 (2.43) lygties matome, kad ir diferencialinio krastinio uzdavinio silp-
nasis sprendinys tenkina lygtj:
(Lu,v) =0, ves,.
IS (2.45) lygybeés atéme paskutiniaja lygybe, gausime lygti:
(Ll(y — u),v) =0, ves,,

¢ia operatorius L; yra apibréztas taip:

l
(Liu,v) = / (k:(:v) u'v' + q(z) uv) dx 4+ Bu(0)v(0).
0
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Taigi diskreciojo sprendinio paklaida y — u yra ortogonali kiekvienai aibés
Sy, funkcijai.

Panagrinékime Galiorkino metodo sprendinio paklaidos z = y — u ener-
gijos norma:

(Ll(y —u), y— u) = (Ll(y —u), v —u) + (Ll(y—u), y—v) .

Kadangi y — v € S, tai i (2.45) iSeina, kad (L1(y — u), y — v) = 0. Nau-
dodami Kosi ir Buniakovskio nelygybe ivertiname paklaidos norma;:

(Lily —w), y—u) = (L1(y — u), v — u)
< (Li(y — w), y—u)%(Ll(v —u), v—u)?.

1/

NI

Abi nelygybés puses padalije i$ (le, z) 2, irodome stabilumo jvertj:

1

(Ll(y—u),y—u)% < (Li(v—w),v—u)?, vES,. (2.46)

Matome, kad Sioje normoje Galiorkino metodo sprendinio paklaida yra
nedidesné uz paklaida, kurig gauname aproksimuodami diferencialinio uz-
davinio sprendinj u(x) erdvés S;, funkcijomis. Todeél Galiorkino metodo
tikslumas priklauso nuo Sp, aproksimaciniy savybiy.

Pertvarkysime (2.46) stabilumo jvertj taip, kad diskre¢iojo sprendinio
globaliosios paklaidos norma nepriklausyty nuo diferencialinés lygties koefi-
cienty. Tarkime, kad k(x) ir ¢(z) yra i§ virSaus apréztos funkcijos. Tada,
pridéje ir eliptiskumo salyga, turime:

0<ko<k(r)<ki, 0<q@)<q, 820.
I$ (2.46) nelygybés ir Sobolevo jdéjimo teoremos
l2lloe < V1|

gauname nelygybe:

(#,2') < ]ﬁ%ﬁ'%&lg}t <((v —u), (v—u))+ (v—u,v —u)) .

IS abiejy sSios nelygybés pusiy istrauke kvadrating Saknj, jrodome norima
stabilumo jvertj:

Iy = w)'ll < C min (I =w)ll + o = ull) - (2.47)
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2.4.2. Funkcijuy erdvés S; aproksimacinés savybés

Panagrinékime funkcijy, apibrézty intervale [0,1], erdve W2(0,1):

l
W2(0,1) = / 2+u2>dx<c}.
0

Jau esame apibréze bet kokios tolydziosios funkcijos u(x) dalimis tiesinj
interpoliuojantjjj daugianarj:

N
mu(z E u(x
=0

Be jrodymo suformuluosime lema (jos detalus jrodymas pateiktas vado-
veélyje):

2.4 lema. Jei u(x) € W(0,1), tai paklaida, kuria padarome aproksimuo-
dami Sia funkcijg erdvés Sy, funkcijomis, jvertinama nelygybémis:

N 14 1 h2

hl " 2 "
min o =l < (30 R o my)” € Sl (249)

i=1

N
h?*(]fi
mln [v/ — /|| < < Z 5
veS, =1

Cia pazyméjome h = max h;_o5.
pazymej 1<ien 0,5

h //H
Y

1
2
HUNH%Q(xi—l?xi)) < ;Hu (2.49)

2.4.3. Konvergavimo analizé
Siame poskyryje jirodysime Galiorkino metodo artinio konvergavima ir

ivertinsime Sio artinio tiksluma.

2.3 teorema. Jei u € WZ(0,1) ir bandomyjy funkcijy aibe sudaro dalimis
tiesinés interpoliacinés funkcijos {gpl(az)}, tai Galiorkino metodo sprendinio
y(z) paklaida yra jvertinama nelygybémis:

ly —ull < Ch, |[(y—uw)|| < CH®. (2.50)
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Irodymas. 1S pagrindinio stabilumo jverc¢io (12.11) ir 2.4 lemos gauname
sprendinio iSvestinés globaliosios paklaidos jvertj:

Iy —w) || < Chlu"||.

Paklaidos jvertis Lo normoje yra jrodomas panaudojant pagalbinio du-
aliojo uzdavinio sprendinio savybes ir gautaji ivertj paklaidos iSvestinéms
(zr. vadovélj). Teorema jrodyta. OJ

Palyginsime Galiorkino metodo sprendinio konvergavimo jvercius su ana-
logiskais baigtiniy skirtumy schemy konvergavimo jverciais.

 Galiorkino metodo sprendinio paklaida jvertinome Ly(a,b) normoje, o
baigtiniy skirtumy metodo sprendinj — tik diskreciojo tinklo wy tas-
kuose.

e 2.3 teoremoje jrodytieji paklaidy jverciai galioja, jei diferencialinio uz-
davinio sprendinio antrosios iSvestinés Ly norma yra aprézta. [vertin-
dami baigtiniy skirtumy metodo aproksimavimo paklaida, reikalavo-
me, kad diferencialinio uzdavinio sprendinio ketvirtoji iSvestiné buty
aprézta (tirdami konvergavima energetiniu metodu, parodéme, kad
uztenka treciosios iSvestinés apréztumo).



