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2.3. Galiorkino metodas

Siame poskyryje nagrinésime dar vieng krastinio uzdavinio

{ —%(k(w)%) Vgl@)u=f(z), O<z<l,
—k(0)u'(0) + Bu(0) = po,  u(l) = m

sprendimo metoda. Tarsime, kad uzdavinio koeficientai tenkina eliptiSkumo saly-
gas:

(2.42)

k(x) = ko >0, q(z)=0, [5>0.

Tolesnéje analizéje bus patogu (2.42) lygtj uzraSyti operatoriniu pavidalu

d d
Lu= —@Oﬁ(;v)ﬁ) +q(z)u—f=0
arba
Llu = f .

2.3.1. Galiorkino metodo formulavimas
Imkime bandomuyjy funkcijy (angl. trial functions) aibg:
{wj(x),j = 1,...,N}.

Diferencialinio krastinio uzdavinio sprendinj aproksimuokime suma

N
y(x) = cipilx), (2.43)
=1

kurioje ¢; yra kol kas nezinomi koeficientai. Atkreipsime démesj j tai, kad, nustate
koeficientus c;, apytikslj sprendinj rasime visame intervale [0, [], o ne tik atskiruose
taSkuose, kaip kad sprendziant baigtiniy skirtumy metodu.

Sudarome dar vieng testuojamy funkcijy (angl. test functions) aibe:

{vj(a:),jzl,...,N}.

Galiorkino metodo sprendinio y(x) koeficientai randami iS tiesinés lygciy siste-
mos, gaunamos pareikalavus, kad netiktis Ly buty ortogonali visoms testuojamoms
funkcijoms v;(z):

!
/Lyvj(a:)dxzo, i=12...,N. (2.44)
0
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Funkcingje analizéje jrodoma, kad, jei funkcija w(x) yra ortogonali visoms
pilnosios funkcijy sistemos funkcijoms, tai w(xz) = 0. Todél i§ (2.44) tiesiniy
lygCiy sistemos gauname:

Ly —0, kai N — 0.

Toks sprendinio konvergavimas yra vadinamas silpnuoju, nes tik skaitinio sprendi-
nio vaizdas Ly konverguoja j diferencialinio uzdavinio sprendinio vaizda.

Perradykime (2.44) tiesiniy lygciy sistema iSreikstiniu pavidalu. Operatoriy Ly
pakeiskime operatoriumi L,y — f ir jraSykime j tiesiniy lyg€iy sistema (2.43) suma:

N
Z LlSOHSOj CZ:(f7<)0j)7 j:1727"'7N7 (245)
=1

Cia, kaip visada, (u,v) pazymejome dviejy funkcijy « ir v skaliaring sandauga:

!
(u,v) = /u(:z:)v(a:) dz .
0

Gautosios tiesiniy lyg€iy sistemos
AC =F

matricos A = (ay;) ir laisvyjy nariy vektoriaus F' koeficientai apskaiCiuojami pagal
Sias formules:

aZ]:(L1¢j7902)7 fZ:(f7<)02)7 1<Z7.7<N7
o C yra nezinomy koeficienty ¢; vektorius.

Tiesiniy lyg€iy sistema turi vienintelj sprendinj, jei diferencialinis operatorius
L, yra teigiamai apibréztas, t. y.

(L1y,y) =7 (y,y), 7> 0.
Norédami tai jrodyti, (2.44) tiesiniy lyg€iy sistema uzraSykime taip:
(Llyagpj) = (f)‘)oj)a ] = ].,2,...7N,

kiekvieng jos lygtj padauginkime i$ atitinkamo nezinomojo c; ir visas lygtis sude-
kime. Gausime lygybe:
(Lly7 y) = (f7 y) .
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Naudodami Kosi ir Buniakovskio nelygybe jvertiname Sios lygybeés deSiniaja puse:

(f9) < If1 Iyl

1§ operatoriaus L, teigiamojo apibréZtumo gauname stabilumo jvertj:

Myl < (Liy.y) <1 ly]

arba )
lyll < =1If]l-
v

Taigi egzistuoja vienintelis (2.44) tiesiniy lyg€iy sistemos sprendinys.

TaCiau tokio stabilumo jverCio dar neuZtenka, kai norime jrodyti Galiorkino
metodo sprendinio konvergavima.
2.3.2. Spektrinis metodas

Parodysime, kad Galiorkino metodu specialiai parinkdami bandomasias funkci-
jas galime gauti spektrinio (arba Furje) metodo algoritma.
Spreskime krastinj diferencialinj uzdavinj:

d*u
— = 1
{ o tu@)=f(z), 0<z<1,
u(0) =0, wu(l)=0.
Pasirinkime bandomuyjy funkcijy sistema:
@j(x) =sin(mjz), j=1,2,...,N.

Bandomosios funkcijos ¢; tenkina abi uzdavinio Kkrastines salygas. Galiorkino
metodo artinys yra

N
y(x) = Z ¢;sin(mjz) .
j=1

ApskaiCiuokime operatoriy L1y:

N
Ly = Z ¢j (7T2j2 + 1) sin(mjz) .
j=1

Sudarydami (2.44) tiesiniy lygciy sistema pasinaudosime funkcijy {sin(mjx)} or-
togonalumo savybe (patikrinkite patys):

1
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Cia d;;, yra Kronekerio simbolis:
0, J#k
Ojk = :
1, j=k.

Tada tiesiniy lygCiy sistemos matrica A yra jstrizainé ir sprendinj C' apskai-
Ciuojame iSreikstine forma:

1
:7r]—|—1/f sin(mjz) dz .
0

2.3.3. Baigtiniy elementy metodas

Susipazinsime su dar vienu bandomuyjy funkcijy konstravimo budu, kuris
daZniausiai ir taikomas Galiorkino metodu sprendZiant krastinius diferencialinius
uzdavinius.

Kaip ir baigtiniy skirtumy metode intervale [0, [] apibréZkime diskretyjj tinkla:

Qh:{xQ:O, r; =xi—1+hi—o5, 1=1,2,...,N, JIN:l},

kuris gali buti ir netolygusis. Intervalas [z;_1,z;] yra vadinamas elementu. Dis-
kreciojo tinklo @, tadkai ir elementai sudaro baigtiniy elementy tinkla.

¢(x)

X X, X X, X x X
2.1 pav. Daimistiesiniy bandomuju funkciju ¢; grafi kai
Reikalaukime, kad bandomosios funkcijos ¢;(x) tenkinty salyga:

1, kaii=j,

pileg) =0y = { 0, kaiij
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Tokia funkcijy aibé yra vadinama interpoliacine. Interpoliacinés bandomyjy funk-
cijy sistemos atveju bet kuris Galiorkino metodo artinio koeficientas c; yra lygus
funkcijos y(x) reikSmei taske x = x;, todeél §j artinj Zymesime taip:

N
y(x) = yivi(x).
i=0

TaCiau interpoliavimo sglyga dar vienareikSmiskai neapibrézia bandomuyjy funkcijy
aibés. Siame poskyryje papildomai reikalausime, kad funkcijos ¢, (z) buty tiesinés
kiekviename intervale [z, x;41]. Tada gauname dalimis tiesiniy bandomujy funk-
cijy sistema:

0, kai x < z;_1,
T —Ti-1 .
——, kaiz; 1 <z <y,
B hi—o0,5
pilw) = Tig1 — @
————, kaiz; <z <24,
hito5
0, kai x > z;41.

Matome, kad funkcija o;(x) nelygi nuliui tik intervale (x;_1,x;+1), jos grafikas
pavaizduotas 2.1 pav.

Y1

Yo

XO X1 X2 X3 X4

2.2 pav. Dalimistiesinis Galiorkino metodo artinys

Artinio y(z) reikSmé bet kuriame elemento [z;_1, x;] taSke apskaiCiuojama pa-
gal tokig paprastg formule:

y(r) = yim10io1(x) + yi () .

Matome, kad funkcija y(z) yra lokaliai apibréZta kiekviename atskirame elemente.
2.2 pav. pavaizduotas Galiorkino metodo artinio grafikas, kai naudojame dalimis
tiesines bandomasias funkcijas.
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Silpnoji krastinio diferencialinio uzdavinio formuluoté. Sudarysime tiesiniy
lygCiy sistema, i$ kurios rasime Galiorkino skleidinio koeficientus.

Pirmiausia, pasinaudoje bandomuyjy funkcijy interpoliavimo savybe, i$ krasti-
nés salygos u(l) = uq gauname lygybe:

YN = p1 - (2.46)

Likusius skleidinio koeficientus y; rasime iSsprendg Galiorkino metodo tiesiniy
lygCiy sistema:
(Ly,¢;) =0, j=0,1,...,N—1.

Cia susiduriame su nauja problema: artinys y(x) yra dalimis tiesiné funkcija, todél
negalime apskaiciuoti jo antrosios iSvestinés, o kartu ir operatoriaus Ly reikSmes.
Todel pateiksime naujg diferencialinio uZdavinio formuluote.

Imkime funkcijg v(z), kurios pirmosios iSvestinés L[0,[] norma yra baigtiné
ir kuri tenkina homogening krastine salyga:

v(l) =0. (2.47)
(2.42) diferencialing lygtj skaliariSkai padauginkime i$ v(x). Gausime lygybe:
(Lu,v) =0.

Skaiciuodami skaliaringe sandaugg, integruokime dalimis:

0

Pasinaudoje (2.42) krastine sglyga ir (2.47) lygybe, gauname tokia lygtj:

l

I
—/k(m)u’(a:)v’(:z:) dr .
0

0

l l

/k(m)u’v’ dr + /q(w)uv dz + (Bu(0) — po)v(0) =

0 0

f(@x)v(x)dx. (2.48)

o _

Taip pat formuluojame krastine salyga:
u(l) = pq (2.49)

Uzdavinys (2.48) — (2.49) vadinamas silpnuoju krastiniu diferencialiniu uzda-
viniu.
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Funkcija u(x) yra silpnasis krastinio diferencialinio uzdavinio sprendinys, jei:

1) visoms funkcijoms v(x), kurioms teisinga (2.47) salyga, u(z) tenkina lygtj
(2.48);

2) u(x) tenkina (2.49) krastine salyga.

Taigi kiekvienas (2.42) krastinio diferencialinio uzdavinio sprendinys yra ir
silpnojo krastinio uzZdavinio sprendinys. AtvirksCias teiginys ne visada yra teisin-
gas, nes silpnajam sprendiniui keliami daug mazesni glodumo reikalavimai — uz-
tenka, kad jo pirmosios iSvestinés Lo[0, ] norma buty apréZta.

Galiorkino metodo lygties koeficienty skaiiavimas. Vel panagrinekime dali-
mis tiesiniy bandomuyjy funkcijy ¢; sistema. UzraSykime Galiorkino metodo tiesi-
niy lyg€iy sistema silpnajam diferencialiniam uzdaviniui:

l

[
/%@w%wﬁmwm+/ﬁmw@mu@dm+wmm—u@%m>
0

0
!
:/f(zv)goi(;v)dx, i=0,1,...,N—1. (2.50)
0
Panagrinekime Sios lygciy sistemos i-taja lygtj, kai 0 < i < N. Atsizvelge |
funkcijos o;(x) apibréZima, gauname lygtj:
a;yi-1 + ¢y + biyit1 = gi,

Cia pazymeéjome

a; = / kf(l‘)@;—l@;dlﬁL/Q(év)sﬂz'—l%‘dﬂf,
Ti—1 Ti—1
Tit1 Tit1

bi = / k()i p; d + / q(@)piy1p:idx,
. e

= [ K@)+ [ @,
Ti—q Ti—1

Tit+1

gi = /f(x)soi(m)dm.

Ti—1
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Kai nagringjame pirmaja lygybe, t. y. i = 0, tai i (2.50) iSplaukia tokia tiesiné
lygtis:
coYo + boy1 = go ,
Cia pazymeéjome:
x1 x]

bo = /k(:r)so’l% d:r+/q(x)s01soo dz,

0 0
co=f+ / (w) (¢h(x))? do + / a(@) () da
0 0

gi = o+ | f(x)po(z)dr.
/

Pastebéesime, kad tiesiniy lyg€iy sistemos matrica yra simetring, t. y. a;11 = b;.
Prideje ir (2.46) krasting salyga, gauname tiesiniy lygciy sistema:
coyo + boy1 = 9o,
bi—1Yi-1+ ciyi +biyiv1 =g, 1=1,2,...,N =2, (2.51)
bN—2YN—2 + CN-1YN—1 = gN-1 — bN—1/11 -
Jos koeficientus daZniausiai skaiCiuojame naudodami reikiamo tikslumo skai-
tinio integravimo formules. Dalimis tiesiniy bandomyjy funkcijy sistemai galime

taikyti viduriniy reikSmiy skaitinio integravimo metoda. Tada gauname tokius in-
tegraly artinius:

Ty xZ;
T — X;_ 1
/ f@)pi(z)dr =~ fios / T de = ~hi—osficos
hi—o5 2
Ti—1 Ti—1
Tit1 Tit1 )
Tit1 — X
/ f(@)¢i(x) dz ~ fitos / S dw = Shivosfivos
hito5 2
Ty X4
[ (wi—a)( )
xr; —x)(r — 28 1
/Q(Jf) pi—1(r) pi(x) dr ~ Qi—o,s/ - 3 Uy = —~h;_05¢i-05,
o o hios 6

T4 T4

2
A 1
/Q(SU) %2(33) dr ~ qi—05 / 7( 12 i-1) dr = ghi—0,5%’—0,57
i—0,5

Ti—1 Ti—1
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i i k‘(l‘) ki—05
k(x) i (z) ol(x dxz—/—da:%— =,
JECESOrE e v
Ti—1 Ti—1
T’ T’ k‘(l‘) ki—O 5
k(z) (P)(z)) do = / dr ~ —
JECICE) Tt
Ti—1 Ti—1

Todeél galime naudoti tokias (2.51) tiesiniy lygCiy sistemos koeficienty formules:

kiios 1
by = — 42 4 = hivo,5 4i+0,5 »
hitos5 6
kos 1
o= =22 4+ ~hosq05+ 8,
0 hos 3 0,590,5 + 3

kio5  kivos 1
c; = ) 4+ ’ + = h._ - + h .
t hi—os  hivos 3 ( i—0,5 4i—0,5 i+0,5 QZ+O,5) )

1
go = o + 5 hos fo,5

9i = 5 (hi—o5 fi—05 + hivos fivos)

DN =

1
gN-1=35 (hn—15 fN=15+ hn—05 fN—=05) — bn—1p1 -

Matome, kad tiesiniy lygCiy sistemos matrica yra diagonaliai vyraujanti, todél
egzistuoja vienintelis jos sprendinys. Sj sprendinj taupiai apskaiCiuojame perkel-
ties metodu. Pastebésime, kad savo struktura gautoji tiesiniy lyg€iy sistema yra
panasi j baigtiniy skirtumy schema.



