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1.6. Daugiazingsniai baigtiniy skirtumy metodai

Ir siame poskyryje nagrinésime PDL pradinio uzdavinio

— =F(t,U t>0
dt (7 )7 >7

U(0) = Up

skaitinius sprendimo metodus.

Priminsime pagrindinj Rungés ir Kuto metodo trikuma: viename zings-
nyje funkcijos F(t, U) reikSmes skaic¢iuojame m skirtinguose taskuose, taciau
kitame zingsnyje 8iy reiksmiy daugiau nenaudojame.

Dabar nagrinésime tokj metoda, kai tos pacios F'(t,U) reikSmés naudo-
jamos keliems algoritmo zingsniams. Pazymékime

F,=F(ty,Y"), k=0,1,....n.
DaugiaZingsniu baigtiniy skirtumy metodu vadinsime algoritma

agY " + alynfl 4+ Fa Y™

Tn

=bob,+b01Fh_ 1+ 4+ b Fnm, (1.44)

¢ia m yra zingsniy skaicius. Daugiazingsnis metodas vadinamas isretkstiniu,
jei bg = 0, ir neisreikstiniu, jei by # 0.

Sio metodo koeficientai apibrézti konstantos tikslumu, todél suformulu-
osime normavimo salyga:

> bp=1. (1.45)
k=0

Algoritmo (1.44) formulé gali buti taikoma tik kai n > m, todél skaicia-
vimo pradzioje sprendinio reiksmes Y, Y1 ..., Y™ ! randame kokiu nors
vienazingsniu metodu, pavyzdziui Rungeés ir Kuto metodu.

Neisreikstinio metodo realizavimas. Jeigu algoritmas yra neiSreiksti-
nis, tai reikia spresti netiesiniy lygciy sistema

agY"™ — ThoF(t,,Y™) = ®(Y" L y"=2 [ y"™),

Vel galime taikyti paprastyju iteracijy arba Niutono metodus. Iteracinio
metodo konvergavimas tiriamas taip pat kaip ir neiSreikstinio Eulerio meto-
do atveju.
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Pateiksime daugiazingsnio baigtiniy skirtumy metodo algoritma.

procedure Daugiazingsnio metodo algoritmas

begin
1. Pradinés salygos skaic¢iavimas
t=20
for i=1 to M
end for
2. Sprendinio reiksmiy Y7, ..., Y, 1 skai¢iavimas
/*  PavyzdZiui, l-pakopiu Rungés ir Kuto metodu */
3. Fy, Iy, ..., F,—1 reikSmiy skaiciavimas

for k=0 to m-—1
for i=1 to M
F(k,i) = fi(t,Y(k:))
end for
t=t+T1
end for

4. Sprendinio skai¢iavimas nauju laiku
while (¢ <T)
for 1=1 to M
YP(i)=0
end for

for j=1 to m
for i=1 to M
Y P(i) += 7b; F(m — j,i) —a; Y (m — j,1)
end for
end for

if (bg == 0) /* isreikstinis metodas */
for 1=1 to M
Y(m,i) =Y P(i)/ag
end for
else  /* neisreikstinis metodas */
Issprendziame netiesiniy lygciy sistemq
agY (m) — boF (t,Y (m)) =Y P
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end if

for i =1 to M
F(m,i) = fi(t,Y (m))

end for

5. Perstumiami duomenys
for j=0 to m-—1
for 1=1 to M
Y(j,i) = Y(j +L,4)
F(j,i) = F(j +1,3)
end for
end for

t=t+71
end while
end

1.6.1. Adamso metodas

Siame skirsnyje parodysime, kaip parenkami daugiazingsnio metodo
koeficientai, tai yra kaip sudaromi konkretus daugiazingsniai diferencialiniy
lygéiy integravimo algoritmai.

Nagrinésime atskira (1.44) metodo klase, vadinama Adamso metodu:
m
> P (i, Y"F). (1.46)
k=0

YY" — Yn—l
f —

Jei by = 0, tai gauname isreiksting Adamso metoda (Adamso ir Bashfortho
metoda), jei by # 0 — neisreiksting Adamso metoda (Adamso ir Moultono
metoda).

Norint rasti koeficientus by, uztenka nagrinéti viena diferencialine lygtj,
tal yra imsime M = 1. Integruokime sprendziama diferencialing lygtj inter-
vale [t,—1,t,], tada gausime integraling lygtj

tn
u(ty) = u(tn—1) + t flt,u) dt. (1.47)
n—1
Adamso metodo formules gauname aproksimuodami integrala skaitinio in-
tegravimo formulémis. Kadangi Sios formulés dazniausiai iSvedamos naudo-
jant interpoliacinj Niutono daugianarj arba neapibréztiniy koeficienty me-
todu, tai abu Siuos metodus galime taikyti Adamso metodo koeficientams
apibrézti.
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Interpoliacinis Niutono daugianaris. Skaic¢iuosime Adamso ir Bash-
fortho formulés koeficientus. Imkime tokius interpoliavimo mazgus ir funkci-
jos f(t,U) reikSmes:

tn—l ZL/n—2 te tn—m

f(tn—h Yn—l) f(tn—27 Yn—2) e f(tn—m7 Yn—m)

ir sudarykime interpoliacinj Niutono daugianarj P,—1(t,—1,1t):

s+1)s
mel(tnflat) = fnfl + Svfnfl + %v%ﬂzl
s+(m—=2))...(s+1)s
oo latm=2) SSgmg,
(m—1)!
v. _t—tnfl l . e s e e s . . . .
¢ia s = —, o V'f, yra l-osios eilés baigtiniai skirtumai, kurie api-

bréziami rekurenciosiomis lygybémis

vlfn - fn - fnfl y
Vi =Vt =V, 122,

Baigtiniy skirtumy V'f,, isreikstinés skai¢iavimo formulés pateiktos 1.8 len-
teléje.

1.8 lentelé. Baigtiniy skirtumy isreikstinés formulés

t / Vf V2 f V3 f
tn fn
fn - fnfl
th-1 fo-1 Jn—=2fn—1+ fn-2
fn-1— fn2 Jn=3fn-1+3fn—2 —fn-3
th—2  fn-2 Jn-1—2fn—2+ fn-3
fn—2— fn-3

tn—3 fn—3
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Tada m-zingsnis Adamso ir Bashfortho metodas apibréziamas lygybe

Yy — Yn—l 1 tn
L S _/ P_1(tp_1,t) dt.

T T tn_1

Suintegrave interpoliacinj daugianarj gauname tokia lygti (ja uzrasome PDL

sistemai):
yn —yn-1 1 5
47_ — Lpn—1 + §an—1 + EVQFn—l (148)
1
—9) ... 1
(m —1)!
0

Pakeite baigtinius skirtumus V¥ F,,_; funkcijos F reikémémis, gausime (1.46)
formule.

1.5 pavyzdys. Keturzingsnis Adamso ir Bashfortho metodas.
Metodo (1.48) formulé¢je imkime m = 4, tada gauname lygtj

yn —yn-1 1 5 3
— = F, 1+ =VF_1+—=V?F,_ 1 +=-V?F,_,.

- n1+2vn1+12V n1+8v n—1
Naudodamiesi 1.8 lentele, pakei¢iame baigtinius skirtumus isreikstiné-
mis formulémis

yn —yn-1 1 5
f =Ip-1+ §(Fn71 _Fn72) + E(anl _2Fn72 +Fn73)
3
+3 (Foe1 = 3F 2+ 3F, 3 — F_4).

Atlike elementarius skaiciavimus, uzrasome keturzingsnio Adamso
ir Bashfortho metodo lygtj

YY" — Yn—l

1
= =5 (55F,—1 — 59F,_2 + 37F,_3 — 9F,_4) .

Gautasis algoritmas (kaip ir visi Adamso ir Bashfortho metodo algorit-
mai) yra iSreikstinis.
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Neisreikstinis m-zingsnis Adamso ir Moultono metodas apibréziamas
lygybe

yn—yn-l 1 i 1
- - Py (tn,t) dt = F, — =VF, 1.49
T T tn71 m(rm) n QV n ( )
[ s+ (m—1)-(s+1)
s+ (m — (st 1)s
+ - +/ - ds V" F,,

-1

cia s = . Pakeite baigtinius skirtumus V*F,, funkcijos F reik§mémis,
gauname Adamso ir Moultono algoritmo formule.

t—=tn
T

Patikrinkite, kad imdami m = 1 vél sukonstruojame neisreikstinj Eulerio
metoda, o imdami m = 2 gauname simetrinj Eulerio metoda.

1.6 pavyzdys. Trizingsnis Adamso ir Moultono metodas.
(1.49) formuléje imkime m = 3, tada gauname lygtj

yn —yn-1 1 1 1
- _F __VFE — —_V?’F — —_V3F. .
T " QV " 12v " 24v "

Naudodamiesi 1.8 lentele, pakei¢iame baigtinius skirtumus isreikst-
inémis formulémis ir gauname tokia trizingsnio Adamso ir Moultono
metodo lygti:

yr—ynt 1
=5 (O +19F, 1 = 5F, 2+ Foos) .
1.6.2. Daugiazingsnio metodo koeficienty skaiciavimas

Daugiazingsnio metodo (1.44) koeficientus parinksime taip, kad gau-
tojo metodo aproksimacijos tikslumo eilé buty didziausia. Pagal apibrézima
aproksimavimo paklaida yra lygi

gn = kz <%un_k — bkf(tn,k,un_k)> .
=0

Naudodamiesi sprendziama diferencialine lygtimi, pertvarkykime aproksi-
mavimo paklaidos iSraiska

- i (%ﬂ"“ ~ bku’(tn,k)) . (1.50)

T
k=0



40 1 SKYRIUS. PDL PRADINIS UZDAVINYS

Isskleide funkcijas u(t) ir u'(t) Teiloro eilute ir tare, kad |[uPt1(t)| < C,
gausime lygybes

:lzp: kT

(l) tn)
+0O(Ph, k=1,2,...,m,

+ O(7?).

Irase Siuos skleidinius i (1.50) lygybe ir kai ka pertvarke gausime tokia
aproksimavimo paklaidos iSraiska;:

m

a L u®
\I/":Z?ku(tn)—zz —kr)™ 1 %—l—bk) 0 _(tln))' +O(7P).

m
k=0 =1 k=0

Taigi daugiazingsnio metodo aproksimacija yra p-osios tikslumo eilés, jei
galioja Sios salygos:

>oap=0,
0 (1.51)
Sk kap + 1) =0, 1=1,2,...,p

k=0

Taikydami ir normavimo salyga

> b =1,

k=0

gausime p + 2 tiesiniy lygéiu sistema, kurioje yra 2(m + 1) neZinomieji —
daugiazingsnio baigtiniy skirtumy metodo koeficientali.

Siq sistema supaprastinsime. Pirmiausia iS pirmosios ir paskutiniosios
lygciy isreiskiame koeficientus ag, bo:

—iak, bo = 1—§:bk- (1'52)
k=1 k=1

Tada nagrinékime aproksimavimo lygtj, kai [ = 1:

> kag+ > by =0.
k=0 k=0
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Pasinaudoje normavimo salyga ir pakeite apatinj sumavimo indeksa pirmoje
sumoje, gauname lygti:
m
Z kap = —1.
k=1
ji=1,..

Taigi koeficientus aj, b;, .,m rasime issprende tiesiniy lygciy

sistema
m
Z k:ak = —1,
k=1

kY (kay +1by) =0, 1=2,3,...,p.
k=1

(1.53)

Matome, kad (1.44) daugiazingsnio metodo aproksimacijos tikslumo eilé
negali buti didesné uz 2m. ISreikstinés schemos atveju, kai by = 0, didziausia
aproksimacijos eilé yra 2m — 1.

1.7 pavyzdys. Dvizingsnis neisreikstinis metodas. Sudaryki-
me (1.53) tiesiniy lygciy sistema, kai m = 2

ay +2ax = —1,

a1+ 2by +4ag +4b2 =0,
a1 + 3b1 + 8ag + 12b5 =0,
a1 + 4by + 16a9 + 32b5 = 0.

Issprende Sia lygciy sistema, randame sprendinj

=0 =-0,5, b= =—.
ai ) a2 5 Yy 1 3’ 6
Tada i$ (1.52) lygéiu apskaic¢iuojame koeficientus ag, by. Sudaréme
dvizingsnj neisreikstinj metoda
yn — Yn72 1
——= E(Fn +4F, 1+ F,_9), (1.54)
kurio aproksimacijos tikslumo eilé yra ketvirtoji.
Nesunku pastebéti, kad Sioje formuléje aproksimavome integrala
/. fn , L (t) dt Simpsono skaitinio integravimo formule, kurios tikslumas

b
irgi yra ketvirtosios eilés.



