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1.3. Eulerio metodo konvergavimo analizé

Is ankstesniuose poskyriuose pateikty pavyzdziy matéme, kad mazindami
diskretyjj zingsnj 7 apskaiciuojame vis tikslesnj PDL uzdavinio sprendinio
artinj. Be to, pastebéjome, kad simetrinio Eulerio metodo sprendinio pak-
laida yra O(72) eilés dydis, o isreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metodu
sprendinio paklaida yra O(7) eilés dydis. Siame paragrafe parodysime, kad
sie skaitiniais eksperimentais nustatyti rezultatai galioja placiai PDL sistemuy
klasei. Pirmiausia iSskirsime svarbiausius diskreciojo sprendinio konvergav-
imo analizés etapus. Juos véliau taikysime ir ir kitiems uzdaviniams.

1.3.1. Aproksimavimo paklaidos jvertinimas

Sudarydami Eulerio metoda, PDL sistema pakeitéme diskrec¢iuoju uz-
daviniu. Dabar jvesime mata, leidziantj jvertinti tokio pakeitimo tiksluma.
Pazymeékime Eulerio metodo operatoriy

Vn+1 _yn

Tn+1

T,V — 0F (tyy1, V") = (1= 0)F (tn, V") .

Imdami parametra ¢ = 0 gauname isreikstinj Eulerio metoda, pasirinkdami

o = 1 — neisreikstinj, o 0 = % — simetrinj Eulerio metodus. Tada FEulerio

metodo lygtj galime uzrasyti Sitaip
1,Y =0, n=0,1,...,.N—1. (1.22)
Dabar imkime vektoriy U™, aprasantj diferencialinio uzdavinio (1.1) sprend-

inj diskreciojo tinklo mazguose, tai yra U" = (u1(tn), ua(ty,), . . .,um(tn))T.
Apskaic¢iuokime, j ka 8j vektoriy atvaizduoja operatorius T,:

Un+1 _yn
=T = - OF (tp1,U") — (1= 0)F(t,,U"). (1.23)
n+1

Vektorius ¥" yra vadinamas (1.22) baigtiniy skirtumy schemos aproksimav-
imo paklaida arba netiktimi. Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas
aproksimuoja PDL sistema, jei

[|[¥"|]| -0, kai 7—0,

¢ia pazyméjome 7 = max 7,. Metodo aproksimacijos eilé yra p-toji, jeigu
n

[|U"| < C7P.
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Kadangi mes nezinome (1.1) diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinio,
tai toks aproksimavimo paklaidos apibrézimas gali atrodyti nekonstruk-
tyvus. Parodysime, kad norint jvertinti metodo aproksimacijos eile, uztenka
zinoti diferencialinio uzdavinio sprendinio gloduma. Si informacija nesunkiai
gaunama nagrinéjant funkcijos F'(¢t,U) gloduma.

1.1 pavyzdys. ISreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metody aproksima-

vimo paklaida. Pasirinkime tokia aproksimavimo paklaidos norma;:

n| = n
17 = max ||

Pradzioje istirsime isreikstinj Fulerio metoda, kai parametras o =
0. Nagrinékime i-taja (1.23) lygybés komponente:

n+l n
yp="1 % e, UM, (1.24)
Tn+1
Isskleide funkcija u?“ Teiloro eilute tasko t = t,, atzvilgiu
2.
™t =l Tl () "2+ uf (tn +0741), 0<6<1,

irase §j skleidinj i (1.24) lygybe bei pasinaudoje (1.1) diferencialine
lygtimi, gausime aproksimavimo paklaidos israiska

Tn+1 Tn+1 -
Ui = ui(tn) — filtn, U™) + n2+ i (tn + 0o 1) = n2+ u’(2).
Jeigu diferencialiniy lyg¢iy sistemos pradinio uzdavinio sprendinio antroji
iSvestiné yra aprézta funkcija

|uf (t)] < Ca, kait € [0,7], (1.25)

tai isreikStinio Fulerio metodo aproksimavimo paklaida jvertinama

tokia nelygybe:
0" < Catntr, (1.26)

¢ia pazyméjome Cy4 = 0,5 Co. Taigi isreikstinio Eulerio metodo
aproksimacija yra pirmosios tikslumo eilés. Nesunku nurodyti pakanka-
mas salygas, kad buty ispildytos (1.25) nelygybeés. Isdiferencijave (1.1)
lygti gausime lygybe

Pu;  Ofi(t,U) = 0fi(t,U)
— + Z

Tujfj(t’U)'

dt? ot ,
7j=1
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Todél (1.25) jverciai yra teisingi, jei (1.1) sistemos deSinioji pusé tenk-
ina nelygybes

oF (t,U
o< vo, 120Dy <y,
oF(t,U )
|I%II<M1, j=1,2,..,M.
Uj

Panasiai neisreikstinio Eulerio metodo aproksimavimo paklaida
randama i$ (1.23) lygybés, kai o = 1:

unJrl —

P =~ — filtpy, U™, i=1,2,.. M.
Tn+1
Sj karta patogiau funkcija u;' isskleisti Teiloro eilute tasko ¢ = ;41
atzvilgiu
2

U? = U?Jrl - TnJrlu;‘(thrl) + n2+1 ”(t + 97—"+1)

Tada gauname tokia aproksimavimo paklaidos israiska;:

Tn+1 T Tn+1 T
U = ulltngn) — filbar1, UM = () = — L),

Jei iSpildyta (1.25) nelygybé, tai neisreikstinio Eulerio metodo aproksima-
cija taip pat yra pirmosios tikslumo eilés, tai yra teisinga (1.26) nely-
gybé.

Kitame pavyzdyje iStirsime simetrinio Eulerio metodo aproksimacijos
tiksluma.

1.2 pavyzdys. Simetrinio Eulerio metodo aproksimacijos pak-
laida.  Nagrinékime i-taja (1.23) lygybés komponente, kai parame-
tras o = i:

2

gy

V= %(mn, U™ + filtarr, U™Y) . (127)
Tn+1

Funkcija ug”d isskleidziame Teiloro eilute, o jos lickamajj narj uzrasome
integraline forma

2
-
= + Tn-i-lu;(tn) + n+1u;‘,(tn)

n+1

1
7_
+1/ ///t +STn+1) ds
0
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Naudodamiesi (1.1) diferencialine lygtimi aproksimavimo paklaidos
israiskoje funkcijas f;(tn,U™), fi(tns1,U™™!) pakei¢iame sprendinio
iSvestinemis u'(t,), v/ (tn41), o funkcija u'(t,41) iSskleidziame Teiloro
eilute

1
u;(thrl) = u;(tn) + Tn+1u )+ TnJrl / /// (tn + sTns1) ds
0

Irase gautuosius skleidinius j (1.27) lygybe, gauname aproksimavimo
paklaidos israiska

1
AV
PP =T / (u — (1 —5)) uj'(tn + 5Tny1) ds
0

Taigi, jei PDL sistemos pradinio uzdavinio sprendinio trecioji iSvestiné
yra aprézta funkcija

lul’(t)] < C3, kait € [0,T),
tai simetrinio FEulerio metodo aproksimacija yra antrosios tikslumo

eilés:
|| < Catyy

Eulerio metodo stabilumas ir konvergavimas

Uzrasysime uzdavinj, kurj tenkina Eulerio metodo globalioji paklaida

Zn=Y" - U".

Irase Y™ = U™ + Z" | Eulerio metodo lygti, remdamiesi aproksimavimo
paklaidos apibrézimu ir iskleide funkcijas F(t,+1, UM+ 27+ F(t,, U™+
Z™) Teiloro eilute, gausime lygtj

(I = 0Tns1dprt YN 2" = (I + (1 = o)1 Jn(Y™) 27 = 701 O

(1.28)
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Ga J,, (Y™) yra vektoriaus F Jakobio matrica

oh o ok

aul 8u2 auM

v [ 0fi(tas1,Y) 0 0 . Of
Jn(Y)Z(T =1 du;  Ouy ourr |

ofm Ofm  Ofm

Oouq Oua Oups

TE =l Ol Ol <1 k=12, M.

Kadangi pradiné diferencialinio uzdavinio salyga sutampa su Eulerio metodo
pradine salyga, tai
Z°=0.

I5 (1.28) lygties matome, kad globalioji paklaida Z"*! priklauso nuo dviejy
dydziy: ji gali padidéti dél paklaidos Z", sukauptos per ankstesnius n inte-
gravimo zingsniy, ir dél (n+1)-ajame integravimo zingsnyje daromos lokalio-
stos paklaidos T,11P".

Konvergavimas

Tolesnis miusy tikslas yra susieti Eulerio metodo sprendinio globaliosios pa-
klaidos jvertj su sio metodo aproksimacijos tikslumu. Tokio tipo jverciy
irodymas ir sudaro konvergavimo analizés esme.

Nagrinésime diskreciyjy tinkly seka w;, kai 7 — 0, ¢ia pazyméjome

T = max Tk.
1<k<n+1

Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodu konverguojama taske t, jei
IY*"-U(t,)|]| =0, kait—0,

¢ia n = n(7),t, = t. Siuo metodu konverguojama visame intervale [0, T], jei

konverguojama kiekviename sio intervalo taske. Baigtiniy skirtumy metodo

tikslumo eilé yra p-oji, jei iSpildyta nelygybé

Y™ Ut < CrP, n=1,2,...,N.

*
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Stabilumas

Apibrésime dar vieng svarbig baigtiniy skirtumy schemy savybe, kuri kartu
su aproksimavimo paklaida yra pakankama, kad jrodytume diskreciojo spren-
dinio konvergavima. Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas yra stabilus,
jei §io metodo sprendinio globalioji paklaida Z"*! tenkina tokig nelygybe:

1Z7 4 < (L4 Car) |27 + Cor |97 (1.29)
Tada yra teisinga tokia teorema.

1.3 teorema. Tegul baigtiniy skirtumy metodu aproksimuojamas PDL pra-
dinis uzdavinys (1.1) ir aproksimacijos tikslumo eilé yra p-oji:

|o"|| < Car®, n=0,1,...,N—1. (1.30)

Jeigu baigtiniy skirtumy metodas yra stabilus, tai diskretusis sprendinys Y™
konverguoja, o metodo tikslumo eilé irgi yra p-oji, tai yra:

— 2 < Ctpefttn=irP pn=1,2... N. .
1Y = U(ty)| < CtpeCrin-17P 1,2,...,N (1.31)

Irodymas. Rekurentigkai taikydami (1.29) stabilumo jvertj gauname tokias
nelygybes:

127 < (L+ Crr)| 277 M| + Com |97

n—1
S(@A+Cir) |27+ Cor Y L+ Cir) W)
j=n—2
n—1
< (L4 Cim)" | 2%+ Cor Y (1 + Crr)" 1 (W)
7=0

Kadangi || Z°|| = 0, tai kai ka pertvarke gauname, kad
127 < Coyrn(l+ Ci7)" 1 max || 07|
0<j<n-1

< Ogtnetn=1 max || W7,
0<j<n—1

Atsizvelge i aproksimavimo paklaidos (1.30) jvertj, jrodome norima globalio-
sios paklaidos jvertj. O
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1.3 pavyzdys. Eulerio metodo stabilumo jvertis. Gausime
paprasciausia Eulerio metodo stabilumo jvertj. Naudosime tokia ma-
tricos A = (a;j) norma:

|A|| = max Z |ai;] (1.32)

1<i<M

kuri yra suderinta su vektoriaus norma, apibrézta (1.1) formule.
Tarkime, kad PDL pradinio uzdavinio (1.1) funkcija F' tenkina
ivercius
afi(t, V)
‘ 0v;

IS (1.28) lygties jvertiname globaliaja Eulerio metodo paklaida

‘<M1, i=1,2,..., M. (1.33)

(1= om T (P ) 274 (1.34)
< (14 (1= ) maa a1 27 + 797

Is (1.32) ir (1.33) iseina, jog Jakobio matricos norma yra aprézta is
virsaus

1T (Y™l < M M.
Todél imdami o0 = 0 gauname tokj iSreikstinio Eulerio metodo sta-
bilumo jvertj:

1ZH < (14 M M) |27 + T

Jei 0 > 0, tai yra nagrinéjame neisreikstinj arba simetrinj Eule-
rio metodus, tai papildomai reikalausime, kad diskretusis parametras
Tn+1 bty pakankamai mazas:

1
St—,
Tt LS 50, M

tada i$ (1.34) nelygybés jrodome stabilumo jvertj
1ZmH < (1 +2M M) || 27| + 4279

Dabar naudodamiesi 1.3 teorema ir pavyzdziuose jrodytais aproksimav-
imo paklaidos ir stabilumo jverciais, gauname, kad Eulerio metodo sprendinys
konverguoja j paprastyju diferencialiniy lygc¢iy sistemos pradinio uzdavinio
sprendinj, be to, isreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metody tikslumo eilé
yra pirmoji, o simetrinio Eulerio metodo tikslumo eilé yra antroji.



